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PRÉFACE À L'ÉDITION FRANÇAISE 


« Comme les objets matériels et les êtres vivants, les fonctions 
sont caractérisées par leurs singularités », a dit P. Montel (Travaux 


du 1‘ congrès des mathématiciens de l’U.R.S.S., Kharkov, 1930). 

Cet ouvrage est consacré à un domaine appelé souvent « théorie 
quantique des singularités ». Il s’agit des singularités de certaines 
fonctions spéciales qu’on rencontre dans toutes les applications: 
intégrales dépendant de paramètres. Ces fonctions sont multivoques 
si on les traite comme des fonctions de paramètres complexes. 
L'étude du caractère de leur ramification conduit à considérer des 
questions topologiques, à savoir la théorie de la monodromie, qui 
fait l’objet du chapitre I. Cette théorie constitue, à certains égards, 
une généralisation de la topologie élémentaire des surfaces rieman- 
niennes et de la géométrie des coupures et des chemins sur ces sur- 
faces. 

Certains problèmes d'application (notamment ceux de la théorie 
des ondes liés au comportement asymptotique des ondes courtes en 
optique ou en mécanique quantique) conduisent à étudier le déve- 
loppement asymptotique des intégrales oscillantes (du type de Fres- 
nel) ou des intégrales de la méthode du point selle (du type de La- 
place), lorsque plusieurs points critiques se confondent. Ainsi, par 
exemple, une concentration de lumière des caustiques lumineuses 
traduit la coïncidence de deux points critiques. Les singularités des 
intégrales correspondantes se laissent décrire par des fonctions 
d’Airy. 

De même, à toute dégénérescence (confusion) de points critiques 
de fonctions holomorphes correspond un type particulier de fonctions 
spéciales. Les plus élémentaires d'entre elles (les fonctions d’Airy 
et les intégrales elliptiques) sont utilisées depuis longtemps en phy- 
sique mathématique, tandis que l'étude systématique d'autres 
fonctions spéciales n'en est qu'à ses débuts. Les plus simples de 
ces nouvelles fonctions spéciales sont liées aux groupes de Coxeter 
ou aux groupes de Weyl des groupes de Lie simples (4, — SUxai, 
Dr = SOsns - . .). La fonction d'Airy est, dans cette optique, une 
fonction spéciale correspondant à 4.. Les chapitres II et III sont 
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consacrés au comportement asymptotique de fonctions de ces classes 
dans les domaines réel (ch. II) et complexe (ch. III). 

Ces questions sont intimement liées à de multiples problèmes 
d'analyse, de physique, de géométrie algébrique et même de théorie 
des nombres *). Nous nous sommes efforcés de donner une idée de 
ces liens multiples, dans les limites autorisées par le cadre restreint 
d’un manuel. 

A l’occasion de l'édition en langue française de notre ouvrage, 
entreprise par les Editions Mir, nous tenons à souligner l'apport 
fondamental des chercheurs français à la théorie des singularités. 

Les bases de cette théorie furent jetées par Christian Huygens, 
premier président de l’Académie, fondateur de la théorie des sin- 
gularités de l'optique géométrique (caustiques, développées et 
développantes, principe de Huygens, fronts d'onde). Le crochet de 
Lagrange et la transformation de Legendre mènent tout droit aux 
singularités lagrangiennes et legendriennes que nous traitons dans 
les deux livres de notre ouvrage. Citons également les intégrales, déjà 
mentionnées, du type de Laplace et du type de Fresnel : elles ouvrent 
la théorie quantique des singularités. 

L'étude des propriétés topologiques des intégrales dans le domaine 
complexe est liée, avant tout, aux noms de Picard et de Poincaré 
(ce problème, né de l'étude des fonctions perturbatrices de la méthode 
des moyennes de la mécanique céleste, a servi à Poincaré de point 
de départ pour la création de la topologie multidimensionnelle). 
La Thèse de Poincaré contient, entre autres, le gerine de la théorie 
des déploiements versels, fondamentale pour la théorie des singu- 
larités. 

Poincaré, comme d’ailleurs nombre d'auteurs de son temps, fait 
systématiquement usage de considérations génériques. 

Or, à l’époque où prédominait l'approche algébro-axiomatique 
des mathématiques, ces considérations n'ont pas été reconnues rigou- 
reuses jusqu'à ce que R. Thom ne les ait justifiées par des théorèmes 
généraux de transversalité. L'enthousiasme de Thom fut très impor- 
tant pour la renaissance des idées de Poincaré après de longues années 
de réaction axiomatico-déductive. 

La théorie moderne des intégrales doit beaucoup à J. Leray, 
dont le nom se rencontre souvent dans les pages qui suivent. Souli- 
gnons l'apport fondamental de B. Malgrange et P. Deligne (évident. 
nous croyons, à la lecture des chapitres II et II1). 

Les spécialistes de la théorie des singularités connaissent les 
travaux de J. Martinet, F. Pham, B. Teissier et ceux de l’active et 
féconde école française (N. A’Campo, M. Audin, Y. Colin de Verdier, 


*) S'agissant de ce dernier domaine, outre la théorie des structures mixtes 
de Hodge-Deligne ot la théorie des points entiers dans les domaines (Y. Colin 
de Verdier et autres), notons l'impulsion qu'a donné un mémoire de J.-P. Serre 
consacré à l’icosaèdre au développement de la théorie des singularités 4, et H4. 
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N.T. Dai, M. Demazure, N.H. Duc, J.P. Dufour, M. Guisti, 
D.T. Le, B. Morin, P. Perron, M. Sebastiani). 

Les auteurs se sont efforcés de rendre le second volume de l'ouvrage 
aussi indépendant que possible du premier, visant surtout non pas 
les spécialistes, mais les usagers qui n’en sont qu’à leurs débuts. 
Pourtant, nous nous plaisons à penser que les spécialistes y trouve- 
ront également un certain nombre d'éléments nouveaux. 

Pour cette édition française, les auteurs ont revu l’édition russe 
de 1984, corrigé les coquilles et erreurs qui s’y sont glissées et y ont 
ajouté de nouveaux résultats parus entre les deux éditions de l’ou- 
vrage. 

Les auteurs 
Moscou, Iassénévo 
novembre 1985 


AVANT-PROPOS 


Ce livre fait suite à notre ouvrage Singularités des applications 
différentiables. Classification des points critiques, des caustiques et 
des fronts d'onde paru en 1986 aux Editions Mir en langue française. 
(Référence Première partie dans le texte.) 

Si la Première partie était consacrée à la « zoologie » des singula- 
rités des applications différentiables, i.e. à la description des types 
de singularités et des conditions de leur apparition, le présent livre 
s'occupe de « l'anatomie » et de la « physiologie » des singularités des 
fonctions différentiables. Cela veut dire que nous y étudions les 
particularités de structure et de fonctionnement des singularités. 

Un autre trait particulier de cette Deuxième partie est l’accent 
mis sur les questions pour lesquelles le cas complexe revêt une très 
grande importance, alors que dans la Première partie on se désinté- 
ressait le plus souvent de savoir sur quel corps commutatif (réel ou 
complexe) on opère. En passant au cas complexe, on arrive à éclaircir 
toute une série de questions, telles que la décomposition des singula- 
rités, leur lien avec les algèbres de Lie, le comportement asymptotique 
d’intégrales dépendant de paramètres. 

Le livre se compose de trois chapitres. Le premier est réservé 
à la structure topologique des points critiques isolés de fonctions 
holomorphes, notamment à leurs caractéristiques topologiques 
fondamentales: cycles évanescents, bases distinguées, matrices des 
intersections, groupe de monodromie, opérateur de variation, au 
rapport existant entre ces caractéristiques et aux méthodes de leur 
calcul. 

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude du comportement 
asymptotique des intégrales dites de la méthode de la phase station- 
naire que l’on rencontre souvent dans les applications. Nous décri- 
vons les méthodes de calcul des développements asymptotiques, 
nous discutons le lien entre le comportement asymptotique et diverses 
caractéristiques du point critique de la phase de l’intégrale (désingu- 
larisation, polyèdres de Newton, etc.) et nous donnons des tableaux 
des caractéristiques des séries asymptotiques pour les points critiques 
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de la phase qui ont été classifiés dans la Première partie (il s'agit, 
en particulier, des points simples, unimodaux et bimodaux). 

Dans le troisième chapitre on s'occupe du calcul intégral sur les 
variétés de niveau du point critique d’une fonction holomorphe. On y 
étudie les intégrales des formes holomorphes définies au voisinage 
du point critique, étendues aux cycles situés sur les hypersurfaces de 
niveau de la fonction. L'intégrale d'une forme holomorphe suivant 
un cycle varie de façon holomorphe quand le cycle passe par défor- 
mation continue d'une hypersurface de niveau à l’autre. On voit alors 
apparaître des fonctions holomorphes multiformes définies sur la 
droite complexe au voisinage de la valeur critique de la fonction. 
Il se trouve que les fonctions multiformes en question (ou, plus 
exactement, leurs intégrales) présentent un comportement asympto- 
tique qui est défini par différentes caractéristiques propres au point 
critique initial de la fonction holomorphe lorsque le niveau consideré 
tend vers le niveau critique. 

La théorie des singularités étant un chapitre en pleine expansion 
des mathématiques, nous n’avons pas cherché à embrasser toutes 
ses multiples ramifications. 

Une bibliographie placée en fin de volume contient des travaux 
en rapport direct avec le texte (même s’il n’y a pas de référence 
directe), ainsi que certains articles se rapportant à la Première partie 
mais omis pour une raison quelconque dans la liste bibliographique 
jointe au premier volume. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnaissance aux partici- 
pants du séminaire sur les singularités de l’Université de Moscou, 
et notamment à D. Fuchs, À. Gabrielov, A. Givental, A. Hovanski, 
A. Kushnirenko. Les auteurs remercient Mmes V. Varchenko et 
T. Ogorodnikova pour le concours important qu'elles ont apporté à 
la préparation matérielle du manuscrit. 


CHAPITRE PREMIER 


STRUCTURE TOPOLOGIQUE 
DES POINTS CRITIQUES ISOLÉS 
DES FONCTIONS 


Introduction 


L'étude de la structure topologique d’un point critique isolé 
d'une fonction analytique complexe comporte la description de la 
topologie de son ensemble de niveau. La topologie de l’ensemble 
de niveau ou de l’ensemble des valeurs plus petites d’une fonction 
différentiable à valeurs réelles sur une variété peut être étudiée par 
la théorie de Morse (voir [244]). Cette théorie décrit les métamorphoses 
subies par l’ensemble des valeurs plus petites et l’ensemble de niveau 
de la fonction au moment où celle-ci passe par une de ses valeurs 
critiques. Dans le cas complexe, aucune métamorphose n’a lieu 
sur l’ensemble de niveau quand la fonction passe par une valeur 
critique, vu que tous les ensembles de niveau non singuliers voisins 
d'un même ensemble critique sont identiques en tant qu'espaces 
topologiques et même en tant que variétés différentiables. L’analogue 
complexe de la théorie de Morse décrivant la topologie de l’ensemble 
de niveau d'une fonction analytique complexe est la théorie de 
Picard-Lefschetz (chronologiquement antérieure). En théorie de 
Picard-Lefschetz, on s’intéresse non pas à la traversée par la fonction 
d'une valeur critique mais au contournement autour de cette valeur 
dans le plan C des valeurs de la fonction. 

Fixons un cercle de centre la valeur critique. Chaque point du 
cercle est une valeur de la fonction. Les ensembles de niveau corres- 
pondant à ces valeurs forment un fibré au-dessus du cercle. En 
parcourant ce cercle, on obtient une application de l’ensemble de 
niveau au-dessus du point initial du cercle dans lui-même. Cette 
application est appelée monodromie (classique) du point critique. 

L'exemple le plus élémentaire illustrant nos propos et permettant 
d'effectuer tous les calculs et constructions est une fonction de 
deux variables 


1 w)= 7% +u*, (z, w) € C. 
Elle admet un point critique unique z = w = 0. La valeur critique 


est f — 0. L'ensemble de niveau critique V, = {(z, w): 7° + w° = 0} 
se compose de deux droites complexes qui se coupent en 0. Tous les 
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autres ensembles de niveau 
V, ={(z, w): 2 +u =} (À #0) 


sont topologiquement identiques : ils sont difféomorphes au cylindre 
St x KR (fig. 1). 
Pour nous en rendre compte, considérons la surface riemanienne de 


la fonction w = VA — :° (fig. 2). Elle est obtenue par recollement 
\ 5 
= 
Fig. 1 Fig. 2 


de deux exemplaires du plan de la variable complexe z suivant la 
ligne de coupe (—V À, V À). Chaque exemplaire du plan coupé est 
homéomorphe à un demi-cylindre; la ligne de coupe passe en un 
cercle sur le cylindre. Tout l'espace C° (de R-dimension 4) est donc 
partagé en une fibre singulière V, et des fibres 

non singulières V, difféomorphes à des cylin- 

dres, fibres qui sont images réciproques de À 

la valeur critique 0 et des valeurs non critiques 

À = 0 par l'application æ 


f: (C, 0) + (C, 0). 


Passons à la construction de la mono- 
dromie. Soit, sur le plan des valeurs de la 
fonction, un chemin qui tourne dans le sens L 
positif (antihoraire) autour de la valeur criti- Fig. 5 
que 0: À (t) = exp (2nit) a, 0O<t<L1,a>0 
(fig. 3). Voyons ce que devient la fibre V;4,1, lorsque t varie de 0 à 1. 
A cet effet, considérons les surfaces riemaniennes des fonctions 


D = V à (£) — 2° 
Quand le paramètre t croît, les deux points de ramification z = 
= + VA(t) = exp (nit) (+ Va) tournent dans le sens positif 
autour de z = 0. Pendant que t croît de O0 à 1, chacun de ces points 
parcourt un demi-cercle et vient à la place de l'autre. Ainsi donc, 
au chemin À (ft) autour de la valeur critique 0 correspond une série 


de surfaces riemaniennes dont la première et la dernière sont une 
seule et même surface V, (fig. 4). 
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On construit maintenant sans peine une famille de difféomor- 
phismes de la fibre initiale V;46 = VX dans la fibre V;,,) au-dessus 
du point À (t): 


’', : Vo —+ Vice): 


Cette famille, qui dépend continüment de {, commence par la trans- 
formation identique l, et se termine par la monodromie FF, = h. 


LT Ep} 2 } 


t=1/3 t=2/3 
Fig. 4 


On peut par exemple définir l, comme suit. Choisissons une « fonction 
de troncature » différentiable # (r) telle que % (r) = 1 pour0 <r < 


<2Va et 4 (r) = 0 pour r > 3 Va. Posons 
ge (2) = exp{nit-y (12 1)}-z 


La famille des difféomorphismes g, du plan de la variable complexe 
z dans lui-même définit la famille cherchée des difféomorphismes l,. 


F7 


Fig. 5 


Le difféomorphisme obtenu À = F,: V, — V, du cylindre est iden- 
tique en dehors d’un compact suffisamment grand (pour |2z|2>- 
> 3 Va. 

Considérons à présent l'action de la monodromie = sur le groupe 


d’'homologie d’une fibre non singulière V,. Le groupe d’homologie 
de dimension À 


Hi (Ve; 2)&2Z 


du cylindre V, est engendré par la classe d'homologie du cercle 
« étranglement » À (fig. 5). Quand «& —+ 0, le cercle À se rétrécit vers 
le point 0: on l'appelle cycle évanescent de Picard-Lefschetz. 
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Considérons aussi le groupe d’homologie de dimension 1 d’une 
fibre V, à supports fermés Hf°rm (V, ; Z). Par dualité de Poincaré, 
il est isomorphe aussi au groupe des entiers Z. Il est engendré par la 
classe d’homologie du « cycle coévanescent » V: c’est la ligne sur 
le cylindre qui va de l'infini à l'infini et rencontre transversalement 


[SES E) 


t=1/3 1=2/3 
Fig. 6 


le cycle évanescent À en un point (voir fig. 5). L'orientation de V 
est supposée telle que l'indice d’intersection (Y + A) de V avec le 
cycle évanescent A défini par l'orientation complexe de la fibre V, 
soit égal à +1. 

La figure 4 permet de suivre l’action des difféomorphismes l'; 
sur les cycles évanescent et coévanescent (fig. 6). 

Remarquons que le difféomorphisme h = " du cylindre V, & 
% S! x KR! peut être représenté comme suit: laissant immobile le 
domaine en dehors d'un anneau, 


h fait tourner de différents angles, 
variant de O (sur un bord) jusqu'à 
2n (sur l’autre), les cercles consti- 
tutifs de l'anneau. Ainsi donc, à T7 
la suite de la transformation de 
monodromie À le cycle évanescent 
À revient à lui-même, tandis que 
le cycle coévanescent s’enroule une 


fois autour du cylindre (fig. 7). 

Le difféomorphisme h est fixe Fig. 7 
en dehors d'un compact. Les cycles 
V et ÀV se confondent en dehors de ce compact, aussi le cycle AV — V 
est-il contenu tout entier dans la partie compacte du cylindre. En 
regardant la figure 7 (ou 6), on voit que 


RY — V = —A. 


D'une manière analogue, pour tout cycle à à support fermé on 
obtient un cycle à support compact :ô — 6. On a donc une application 
d’homologies à supports fermés d'une fibre V, dans ses homologies 
à supports compacts, appelée variation: 


Var: ATV: 2) H,(Va: 2). 
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De la figure 7 (ou 6) on voit que pour tout cycle ô € Hferm (V,;Z) 
on a la relation 
Var ô = (Acô)A 


a ppelée formule de Picard-Lefschetz. (A + 6) est l’indice d'intersection 
des cycles À et Ô défini par l'orientation complexe de la fibre V.. 

Remarquons qu'en général les difféomorphismes T, ne sont 
définis qu’à une homotopie près et que la transformation l', n'est 
pas nécessairement fixe à priori en dehors d’un compact. C’est ainsi 
que la famille de difféomorphismes qui vient tout naturellement à 
l'esprit 

T;: (z, w) + (z-exp (ait), w-exp (nit)) 
définit l'application 
P=h: (uw) (—z, —w) 


qui n’est pas fixe en dehors d’un compact et ne convient donc pas 
à la définition de la variation (bien qu'elle convienne à la définition 
de l’action de la monodromie sur les homologies compactes). 

Nous venons d'envisager les notions fondamentales de Ja théorie 
de Picard-Lefschetz : les cycles évanescents, la monodromie et la 
variation pour un cas élémentaire de f (z, w) = z° + w*. 

Dans le cas général d’une fonction arbitraire d’un nombre quel- 
conque de variables, la topologie d’une fibre V, n'est pas aussi 
simple que dans l'exemple que nous venons de considérer. L'étude 
de la topologie de V,, de la monodromie et de la variation dans le 
cas général est un problème difficile, qui n’a reçu de solutions com- 
plètes que pour quelquessingularités particulières. Le présent chapitre 
expose quelques méthodes d'étude et résultats obtenus dans cette 
voie. 

Nous nous servirons essentiellement de la méthode des petites 
déformations. En faisant subir à une fonction de #7 variables une 
(petite) déformation (ou, comme on dit encore, en faisant bouger la 
fonction), on obtient que son point critique se décompose en points 
critiques élémentaires. Chacun de ces points élémentaires a la struc- 
ture du point critique 0 de la fonction f (2, ..., Zn) = z; +... 
...+25etse prête aisément à l’étude, comme dans le cas de r=2 que 
nous avons vu plus haut. Dans le cas général, la fibre non singulière 
(variété deniveau V;, —=4{(2:,...,2): 2 +...+2$ =X\},1 #0) 
qu'on obtient au lieu du cylindre V, pour n = 2 est difféomorphe à 
l'espace TS7-1 de la fibration tangente d'une sphère de dimension 
n — À (un cylindre pour nr = 2). Le cycle évanescent dans Ÿ, est une 
sphère réelle S7-1={z2€ REC: 2 +...+z% = 1}. 

Si un point critique moins élémentaire se décompose par déforma- 
tion en p points élémentaires, la fonction déformée admet en général 
u valeurs critiques (fig. 8). On peut alors tourner, dans le plan des 


- 
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valeurs de la fonction déformée, autour de toutes ses 1 valeurs cri- 
tiques : au lieu d'un difféomorphisme unique de monodromie k, on 
obtient un groupe de monodromie {h,}, où y parcourt le groupe fon- 
damental de l’ensemble des valeurs non critiques. 

La structure d’une fibre non singulière V, de la fonction déformée 
(à l’intérieur d’une boule centrée au point critique de la fonction 
non déformée) est la même que pour une fibre non singulière de la 
fonction non déformée. Quand À approche d'une des valeurs critiques 


EN ET Cr E> 


[7 
(©) 
_ | 
Fig. 8 Fig. 9 


de la fonction déformée, on voit s’évanouir, sur la fibre non singu- 
lière, un cycle, plus exactement une sphère de dimension égale à la 
demi-dimension (réelle) de la fibre V, (fig. 9). En approchant ainsi 
de toutes les u valeurs critiques, nous définissons dans la fibre non 
singulière u cycles évanescents, ou sphères de dimension moyenne. 
I1 se trouve que la fibre non singulière est homotopiquement équiva- 
lente au bouquet de ces sphères. 

Au cas où la dimension réelle de la fibre non singulière se divise 
par 4 (i.e. quand le nombre n des variables est impair), l'indice d’in- 
tersection définit dans le groupe d'homologie H,.-; (V;,; Z) de la 
variété de niveau non singulière une forme bilinéaire symétrique. 
L'indice de self-intersection de chacun des cycles évanescents est 
égal à +2 ou à —2, en fonction du nombre n» des variables. L'action 
de contournement d’une valeur critique correspondant à un cycle 
évanescent n'est autre que la réflexion dans un miroir orthogonal à 
ce cycle au sens du produit scalaire défini par l'indice d'inter- 
section. 

Par exemple, pour la fonction de trois variables 


Î (215 Ze 23) = 2A* + 2 + 2 


il est commode de faire une déformation 


À (Z19 205 23) = (Z1 Z-, 25) — e21. 


C’est une fonction qui admet u = k points critiques (Ÿ el + 1)En 
0, O0), où E, (m — 1,..., k) sont les racines k-ièmes de 


l'unité. On peut choisir les cycles évanescents correspondants 
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A1, + - ., Az de façon à avoir les indices d'’intersection suivants: 
(As o A5) = —2, (A1 0 As) = (42043) =...—= (Aro À) = 1 
(les autres intersections étant nulles). Le groupe de monodromie est 
engendré par les réflexions dans les complémentaires orthogonaux 
des cycles À, et se confond avec le groupe de Weyl 4, (voir {50]), 
i.e. avec le groupe S (4 + 1) des permutations de ( + 1) éléments. 


Partout dans ce chapitre, sauf le $ 5, nous aurons affaire à des 
singularités isolées des fonctions. Par «singularité », nous sous- 
entendrons donc toujours un germe de fonction holomorphe 
1: (C", 0) — (C,0)quia en 0 un point critique isolé (i.e. un point en 
lequel toutes les dérivées partielles de f s’annulent). 

Soient G : (C",0) —+ (CP, 0) un germe en 0 d'application analytique, 
UÜ un voisinage de 0 dans C" sur lequel est défini un représentant de 
G, et G; une famille d'applications U —+ C’? analytique en À du 


voisinage de 0 dans C, telle que G, = G. On appelle déformée G de G 
une application G; pour un À suffisamment petit, sans écrire explicite- 
ment la famille ni la restriction imposée à À. 

Les groupes d'homologie partout absolus sont considérés comme 
des groupes d'homologie réduits modulo un point, et les groupes 
d’homologie relatifs du couple variété-bord, comme des groupes 
d'homologie réduits modulo le cycle fondamental (nous omettrons 
au-dessus de À le signe ” qu'on met habituellement pour désigner 
un groupe d’homologie réduit). À moins d'indication contraire, on 
admet que tous les groupes d’homologie sont à coefficients dans le 
groupe Z des entiers. 

Soit C" un espace vectoriel complexe de dimension #7 muni de 
coordonnées zx; = uy + iv; ( = 1, ..., n; u; et v; sont réelles). 
L'espace C” assimilé à un espace vectoriel réel R°" de dimension 2n 
admet une orientation privilégiée que nous appellerons complexe 
et qu'on définit en déclarant positivement orienté dans R°" le système 
de coordonnées Li, Li, Was ay + + + Uns Une À Moins d'indication con- 
traire, on admet que toute variété complexe est munie de son orienta- 
tion complexe. Avec une telle orientation, l'indice d'intersection 
des sous-variétés complexes est toujours non négatif. 


$ 1. Eléments de théorie de Picard-Lefschetz 


Dans ce paragraphe seront définies les notions fondamentales 
de la théorie de Picard-Lefschetz, telles que cycles évanescents, 
opérateurs de monodromie et de variation, opérateurs de Picard- 
Lefschetz... Comme nous l’avons déjà dit, elles sont utilisées pour 
l'étude topologique des points critiques des fonctions holomorphes. 


1.1. Opérateurs de monodromie et de variation. Soient f: A7" —+ C 
une fonction holomorphe sur une variété complexe A/" de dimension 
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n à bord lisse OM" (au sens réel). et ÜU/ un domaine compact con- 
tractile à frontière lisse OU dans le plan C. Supposons vérifiées les 
conditions suivantes : 


1° pour un certain voisinage U” de U la restriction de f à l'image 
réciproque de U” est une application propre f-1 (U') — U"”, i.e. une 
application par laquelle tout ensemble compact a pour image réci- 
proque un compact; 


2° la restriction de f à 211" N\f-! (U’) est une application régu- 
lière sur U”, i.e. une application dont la différentielle est épimorphe ; 

3° la fonction f admet sur l’image réciproque f-! (U”) de U 
un nombre fini de points critiques p; (i — 1. ..., u) à valeurs 
critiques z; = f (p;) intérieures à L’, i.e. dans U — AU. 

De la condition 2° il ressort que la restriction de f à 9M" f 
Nf"! (U) définit une fibration 91/7" N f-! (L')— U localement triviale 
et triviale, puisque L’ est contractile par définition. La structure du 
produit direct dans l’espace fibré correspondant est unique à une 
homotopie près. De plus la restriction de f à l’image réciproque 
f"! (U —{z;}) de l’ensemble des valeurs non critiques est une fibra- 
tion localement triviale. 

Désignons par F., z € l/, l’ensemble de niveau de f (F, = ft (2)). 
Si :€ U est une valeur non critique de f, l’ensemble de niveau corres- 
pondant F, est une variété complexe compacte de dimension (nr — {) 
à bord lisse 0F. = F. N 9M". Fixons une valeur non critique z, 
appartenant à la frontière OU de U. Soit y un lacet dans le complé- 
mentaire de l’ensemble des valeurs critiques U — {z; | i = 1,...,u} 
ayant son origine et son extrémité en 2, (y:[0, 1] — U —{z;},y (0) — 
= Ÿ (1) = z:). (On peut admettre sans diminuer la généralité que 
tous les lacets et chemins rencontrés sont différentiables par mor- 
ceaux.) Le parcours de y engendre une famille continue d'applications 
T,:F,, — M" (notion d'homotopie) pour laquelle F, est l’application 
identique de la variété de niveau F., dans elle-même, f (l, (x)) = 
= y (t). i.e. l'application l'; envoie la variété de niveau F,, dans 
la variété de niveau F.4:,. On peut choisir (et on choisira) l’homo- 
topie l, de telle façon qu'elle soit compatible à la structure de pro- 
duit direct sur 9M7 Nf-! (U) *). Dans ce cas l'application h, — 
= [,:F,,— F., est identique au bord 4F,, de la variété de niveau 
F... Elle est définie de façon unique à l’homotopie (fixe sur 9F,,) 
près par la classe du lacet y dans le groupe fondamental x, (U —4{z;}, 
ze) du complémentaire de l’ensemble des valeurs critiques. 

Définition. La transformation h, d'un ensemble de niveau non 
singulier F,, en lui-même s'appelle monodromie du lacet y. L'action 
h,. de k, dans le groupe d'homologie H, (F,ÿ de l'ensemble de 
niveau non singulier s'appelle opérateur de monodromie de +. 


*) On peut en réalité choisir comme { l',;} une famille de difféomorphismes 
F:, — Fy(t), mais nous n'en aurons pas besoin par la suite. 
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L'opérateur de monodromie est défini de façon unique par la 
classe de y dans le groupe fondamental du complémentaire de l’en- 
semble des valeurs critiques. 

Nous considérerons aussi l’automorphisme ÿ* induit par k, 
dans le groupe d’homologie relatif H, (F.,, 0F,,) ‘de l'ensemble de 
niveau non singulier modulo son bord. "Dans l'introduction à ce cha- 
pitre, au lieu du groupe d' homologie relatif 1, (F.,, 0F,,), nous 
avons utilisé le groupe d’homologie à supports Ternes Hierm (V,,) 
(vu l’isomorphisme H, (F... 0F.) æ HIT" (F, — 0F..)). 

Soit Ô un cycle relatif dans le couple (F, , 0F. ). Puisque la 
transformation k. est identique sur le bord 0F., de F., , la frontière 
du cycle k.ô se confond avec celle du cycle 6. La différence h.ô — à 
est donc un cycle absolu dans F:,. On voit sans peine que la corres- 
pondance ô + h,ô — Ô détermine un homomorphisme bien défini 
var.: H,(F.,, 0F.,)— H, (F..). 


Définition. L'homomorphisme var,: 4H, (F:,, 0F,,) — H, (F..) 
est appelé opérateur de variation de y. 

On voit sans peine que les automorphismes k.…, ke et l'opéra- 
teur de variation sont liés par les relations 


= . 5 . (7) ES . 
hs = id + var,-i,, fe = id + i,-var., 


où i,: H,(F.)— H, (F.,, 0F:,) est l'homomorphisme canonique 
induit par l'inclusion F.,—+ (F.,, 0F,). Si la classe du lacet y dans 
le groupe fondamental x, (U —{z;}, :) du complémentaire de l’en- 
semble des valeurs critiques est égale au produit Y,-y, des classes 
Y1 et Y+, on a 
var, — Vars, + Vars, + vVar.,-i,- var... 

hye = hys lys, 

ho = he hu. 
La correspondance y +. est donc un (anti)homomorphisme du 
groupe fondamental 71 (L’ —{z;}, z) du complémentaire de l’en- 
semble des valeurs critiques dans le groupe Aut H,(F.,) des auto- 
morphismes du groupe d'homologie H,(F.,) de l'ensemble de niveau 
non singulier. 

Soit (a » b) l'indice d’intersection des cycles (ou classes d’homolo- 
gie) a, b. Cette notation sera utilisée tant dans le cas où a et b sont 
absolus tous deux que dans le cas où l’un des cycles est relatif. 
Rappelons que la variété de niveau F:,, étant une variété complexe, 
possède une orientation privilégiée, laquelle définit précisément 
l'indice d’intersection des cycles sur F#... 

Lemme 1. Soient a, bE H, (F.., OF.) deux classes d'homologie 
relative, dim a + dim b = 2n — 2, et soit y Eu (U —{z;}, 20). 
Alors (var, a + var, b) + (a © var, b) + (var, a o b) = 0. 


$ 1] ÊLEMENTS DE THÉORIE DE PICARD-LEFSCHETZ 19 


Démonstration. Choisissons deux cycles relatifs, repré- 
sentants des classes d’homologie a, b, tels que leurs frontières (appar- 
tenant au bord 6F., de F;,) soient disjointes. Cela est possible pour 
des raisons de la dimension (dim da + dim db = 2n — 4 << 2n — 3 — 
— dim 6F.,). Ils seront notés a, b comme leurs classes. Deux cycles 
ainsi choisis ont leur indice d’intersection qui n’est pas bien sûr 
un invariant de leurs classes dans le groupe d'homologie H,.(F:,,0F..). 
Il vient 


var.a = h.a— a, var.,b = h,b — b, 
(var.a © var. b) + (var, ao b) + (a © var, b) — 
= (h,a o h,b) — (a o h.b) — (h;,a o b) + (a © b) + 
+ (k,a o b) — (ao b) + (ae h.b) — (a © b) = 0, 


car (k,a o h,b) = (a © b). 
Corollaire. Pour a, bE H,(F,, 0F,,) on a 
(kféa © var, b) + (var, a o b) = 0. 


Démonstration. On a (k%ao var,b) + (var.a o b) — 
= (i,-var,a o var.b) + (a ° var,b) + (var,a o b) = 0, car h—= 
= id +i,-var,, (i,-var.,a o var.b) = (var.a © var.b). 


1.2. Cycles évanescents et groupe de monodromie. Supposons 
maintenant que les points critiques p, d’une fonction jf soient tous 
non dégénérés (i.e. que det (d*f/0r,; ôr:) + 0) et que les valeurs cri- 
tiques z; = f (pi) soient toutes distinctes, à = 1,..., u. Rappelons 
qu’une telle fonction est appelée fonction de Morse. 


Définition. On appelle groupe de monodromie d’une fonction 
(de Morse) f l’image par l’homomorphisme du groupe fondamental 
31 (U —{z:}, z0) du complémentaire de l’ensemble des valeurs 
critiques dans le groupe Aut F7, (F.,) des automorphismes du groupe 
d’homologie H, (F.,) d'un ensemble de niveau non singulier F.., 
homomorphisme qui associe au lacet y l'opérateur de monodromie 
he: H4(F.)— Hy (F.). 

Soit dans le domaine U un chemin uw: [0, 1] —> U allant d'une 
valeur critique z; à la valeur non critique z, (u (0) = z,, u (1) = z,) 
et ne traversant aucune valeur critique de f pour t 0. D'après le 
lemme de Morse, il existe sur une variété M”, au voisinage d’un 
point critique non dégénéré p;,, un système de coordonnées locales 
Lise. + En en lesquelles la fonction f s’écrit sous la forme 


f(x. seat Da. 
J= 
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Choisissons, pour une valeur de t proche de 0, une sphère dans la 
variété de niveau F,(n 


S(t)}=Vu(t)—2:5"1, 


S"-1= {(x,, ..., zh): =, Imzx,=0; 


est la sphère unité standard de dimension (n — 1). 

Le relèvement de l'homotopie de t de 0 à 1 définit une famille 
de sphères S () F,x, de dimension (7 — 1) dans les variétés 
de niveau F,4, pour tout # € (0, 1]. Remarquons que pour t = 0 Ia 
sphère S$ (t) dégénère en le point critique p4. 


Définition. La classe d'homologie A € H,_; (F,.) représentée 
par la sphère S (1) de dimension (7 — 1) dans une variété de niveau 
non singulière donnée F., est appelée cycle évanescent (le long de u) 
de Picard-Lefschetz. 

On voit facilement que la classe d'homotopie du chemin dans 
la classe des chemins sur Ü allant de la valeur critique z; à la valeur 
non critique z, et ne traversant aucune valeur critique de f pour 
t = 0 définit la classe d'homologie du cycle évanescent A à l’orien- 
tation près. 


Définition. Une suite de cycles A;,..., À, du groupe d'homologie 
H,-1(F.,) de dimension (7 — 1) d'un ensemble de niveau non 
singulier F., est dite distinguée si 

1) tout cycle A, (i = 1, ..., u) est évanescent le long d'un 
chemin sans points doubles u, reliant la valeur critique z; à la valeur 
non critique 2; 

2) deux chemins u;, u;, i = j, n'ont d'autre point commun que 
us (1) = uy (1) = 20: 

3) les chemins w;, . .., u, sont numérotés dans l’ordre de leur 
aboutissement à z,, en comptant dans le sens horaire à partir de la 
frontière OÙ de U (fig. 10). 


Remarque. C’est pour pouvoir rénuméroter les éléments de la 
suite distinguée de cycles évanescents, conformément à la condition 
3). que nous avions choisi la valeur non critique :, sur la frontière 
OU du domaine U. 


Exemples. 1. Considérons la fonction de Morse f (x) — 2° — 3x, 
où À est un petit nombre positif. Remarquons que f est la déformée 
de la fonction f, (x) = 2° (qui admet une singularité du type 4, 
au sens de la classification établie dans la Première partie), mais 
cela n’a pas d'importance pour le moment. La fonction f a deux 


points critiques: z = WA et r = — VA à valeurs critiques a — 
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= —921 VA et 2, = 2à VA respectivement. Comme valeur non 
critique de f, prenons Z9 = 0. Joignons les valeurs critiques 24, 
i = 1,2, à la valeur non critique z, par des segments 1, us. La variété 
de niveau {f — 0} se compose de trois points x, — — W 3, r, — 0 
et z; — V 3À (voir fig. 11). On voit sans peine que les cycles évanes- 
cents (le long des chemins u,, u, allant de z, et de z, à 0) sont les 
différences A1 — {x;} —{zr.} et A, = {x,} — {7,} des classes d'homo- 
logie de dimension 0 représentées par les points x, r,, x. Remarquons 


Fig. 10 Fig. 41 


que nous avons muni ces cycles d'orientations arbitraires: on peut 
multiplier chaque cycle par (—1). 

Pour plus de clarté, nous avons choisi comme valeur non critique 
Zo = 0, ce qui implique bien sûr un choix particulier du domaine U. 
Cela n’a pas beaucoup d'importance en l'occurrence, mais dans le 
texte qui suit, en définissant les bases distinguées des cycles évanes- 
cents en homologie d'une variété.de niveau non singulière d’une 
singularité dégénérée, nous choisirons comme U un disque de rayon 
suffisamment grand (en comparaison avec les valeurs critiques de 
la fonction déformée). On est bien obligé de choisir la valeur non 
critique sur la frontière d’un disque suffisamment grand, sinon on 
ne peut ni identifier sans ambiguïté les groupes d’homologie des 
variétés de niveau non singulières de la singularité et de sa déformée, 
ni établir l’ordre dans lequel les cycles évanescents aboutiraient à 
la base distinguée. Pour « corriger » l'exemple considéré ci-dessus, 
on peut choisir une valeur non critique z° suffisamment grande 
(13* [5 24 VÀ), la joindre à la valeur non critique z, = 0 par un 
chemin qui ne traverse aucune valeur critique de f et observer la 
variation de la variété de niveau non singulière de f — z quand z 
parcourt ce chemin de z, = 0 à z#. Au n° 2.9 nous ferons une cons- 
truction analogue dans un cas plus général. En attendant, pour 
simplifier les choses, nous nous bornerons à modifier légèrement 
notre exemple. 

1*. Considérons la fonction de Morse f (x) = 2 + 3x, où À 


est un nombre positif. Les points critiques de f sont r = — VAi et 


22 STRUCTURE TOPOLOGIQUE DES POINTS CRITIQUES ISOLÉES [CH. I! 


— + Vi. à valeurs critiques z — —2À VAi et z, = 22 VA. 
Comme domaine l/, prenons un disque de centre 0 et de rayon r 
suffisamment grand, r > 21 VA. Considérons deux valeurs non 
critiques z9 = Oet = =rde f. Joignons les valeurs critiques 2;, Z2 
à Zo — Ô par des segments d'axe imaginaire et joignons z0 = 0 à 
zs = r par un segment du demi-axe positif de l'axe réel. Nous obte- 
nons ainsi des chemins u,, u, joignant les valeurs critiques z,, 2, à 
la valeur non critique z£. La variété de niveau nul de f se compose 
comme précédemment de trois points x — — Wäai, x, = 0 et 
z3 = + V3Ai. La variété de niveau {f — z*} est proche de la 
variété de niveau {f, — 2°} de la fonction f, (x) = 2° (car | 2 | — 
— r>21AVA). Elle se compose donc de trois points r° # 
æ exp (—2ni/3) 2%, 2° = Ÿ/2%, 2° & exp (2xi/3) Ÿ 2. On voit 
sans peine que le long du segment joignant z, = —2À WAi (resp. 
2, = 2A VA) à z = 0 le cycle évanescent est {z,} —{r:} (resp. 
{xs} — {r.}). Il est tout aussi évident que, la valeur non critique z 
parcourant le segment du demi-axe positif entre z, = 0 et zÿ =r, 
les points de la variété {f — z} se déplacent de telle façon que L: 
reste sur l'axe réel. x, passe dans le demi-plan inférieur et z;, dans 
le demi-plan supérieur. Donc, quand z varie ,de Zo à Zç, les points 
Zi, ZT: et x; passent aux points zx°, zx; et x° respectivement. Par 


Fig. 12 


conséquent, les cycles évanescents le long des chemins décrits wi, us 
allant des valeurs critiques z,, z, de f à sa valeur non critique 2$ 
sont À, —{x;} — {ri} et A, ={(s) — {15} respectivement. Il est 
facile de voir que les cycles évanescents A et À, forment une suite 
distinguée. 

2. Considérons la fonction de deux variables f (x, y) = 1° — 3àx + 
+ y. où À est un petit nombre positif. Comme précédemment, f est 
une déformée de la fonction f, (x, y) = x° + y* qui admet également 
une singularité du type À, au sens de la Première partie. La fonction f 
a les mêmes valeurs critiques z, = —2à VA, 2, = 21 VA que la 
fonction f de l’exemple 1. La fonction prend ces valeurs dans les 
points (V À, 0) et (—V À, 0) respectivement. Joignons les valeurs 
critiques 21, z, à la valeur non critique 2, — O par de* segments 
U1, u, de l’axe réel. La variété de niveau nul de f (la courbe complexe 


{f = 0}) est le graphe de la fonction bivalente y = V —2 + 3àret 
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représente à ce titre un revêtement ramifié à deux feuillets du plan 
de la variable complexe x, avec comme points de ramification 
I = — V 3. zx, = D'ét 2, — V' 34. On l'’obtient en prenant deux 
exemplaires du plan de la variable complexe x. en faisant des coupures 
sur ces plans de x, à x, et de x; à o (fig. 12) et en les recollant en 
croix le long des lignes de coupe. Quand 3 varie le long de l’axe 


z=-2ÀVÀ z=0 
Fig. 13 
réel de 2 = —2AÀVA à 5, — 2A VA, la variété {f — z} se dé- 


forme. On suit sur la figure {3 le déplacement des points de ramifi- 
cation z = 3; (2). Ze = Ze (z) et Ta — Ta (z) de cette variété, con- 
sidérée comme un revêtement à deux feuillets au-dessus du plan de 
la variable complexe x. On voit que les cycles évanescents corres- 
pondant aux valeurs critiques :, = —2ÀVA et 2, = 22 A et 


Fig. 14 


aux chemins décrits w,, u, joignant z,, z, à la valeur non critique O0 
sont les cycles AÀ,, À, de dimension 1 montrés sur la figure 14 (on a 
représenté en trait interrompu la partie du cycle située sur le second 
feuillet de la surface; les orientations des cycles évanescents peuvent 
être choisies de façon arbitraire comme précédemment). 

Soit de nouveau u un chemin joignant une valeur critique 3; à 
la valeur non critique 2,. 


Définition. On appelle lacet simple associé à un chemin u un 
élément du groupe fondamental x, (U —{z;}, z) du complémentaire 
de l’ensemble des valeurs critiques, élément représenté par un lacet 
qui va suivant z de z, vers Z;, qui évite z, dans le sens positif (anti- 
horaire) et qui revient suivant u à 2. 

Le domaine U privé de u valeurs critiques {z, |i —1....,u} 
de la fonction f est homotopiquement équivalent à un bouquet de pu 
cercles. Aussi le groupe fondamental x, (U —{z;}, z,) du complé- 
mentaire de l’ensemble des valeurs critiques de f est-il un groupe 
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libre à u générateurs. Si {u, | i = 1, ..., u} est un système de 
chemins définissant une suite distinguée de cycles évanescents 
{A;}, alors le groupe 71 (U —{z;}, z) est engendré par les lacets 
simples T1, . . ., T, associés aux chemins u, . .., u,. 


Définition. On dit que la suite de cycles évanescents A,...., A, 
définie par un système de chemins {u;} est faiblement distinguée 
si le groupe fondamental x, (U —{z;}, z,) du complémentaire de 
l’ensemble des valeurs critiques est un groupe libre à générateurs 
Tissu Ti associés aux chemins &;,, ..., ui. 

Remarquons qu'en permutant ses éléments, la suite reste faible- 
ment distinguée sans être distinguée. 

Si le système de chemins {u, | i = 1, ..., u} définit une suite 
faiblement distinguée de cycles évanescents {A;} dans le groupe 
d’homologie de dimension (n — 1) d'une variété de niveau non 
singulière, le groupe de monodromie de la fonction f est engendre 
par les opérateurs de monodromie k,, des lacets simples t;, i — 
= 4, ..., u, associés aux chemins u,;. Aussi le groupe de mono- 
dromie de la fonction (de Morse) f est-il toujours à u générateurs. 


Définition. L'opérateur de monodromie k, — ha, «: H,(F,)—- 


— H, (F.,) d'un lacet simple +; est appelée opérateur as Picard- 
Lefschetz associé au chemin uv, (ou au cycle évanescent A;). 


Exemples. 1. Considérons la fonction de Morse f (x) = 1° + 3Ax 
de l'exemple 1* illustrant la définition des suites distinguées de 
cycles évanescents. Soit t, un lacet simple (d’origine et d'extrémité 
en 2%) associé au chemin ue. Quand la valeur non critique z parcourt 
n lacet T1, la variété de niveau {f — z} change comme suit : les points 

*et x* se rapprochent, font chacun un demi-tour autour d'un centre 
ou en se mettant l’un à la place de l’autre, puis s'écartent en 
reprenant chacun la position antérieure de l’autre. La monodromie 
k:, du lacet t, permute donc les points zx°, x; et conserve le point 
x°. Il s'ensuit que 


3 
RAA = Rosa = he ({aS} — {x1}) = {ri} —{x5} = — A,, 
hde= hrjude = lg ((25} {ED = {29} — {2 = Ao + A 


D'une facon parfaitement analogue 
Rado = —Aa, ho = Ao + Ai. 

Le groupe d'homologie F1, _, (F., d0F.) d'une variété de niveau 
non singulière modulo le bord est le dual du groupe d'homologie 
H,_1 (F.) (réduit modulo un point pour r = 1). Dans le cas consi- 
déré son rôle est joué par le quotient du groupe d “’homologie ordi- 
naire de dimension 0 de la variété de niveau {f — z%} (constituée 
de trois points z°, r° el x’) par le sous-groupe engendré par le « cycle 
maximal » {x°} {rt} {a}. Il est engendré par deux cycles 
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V.et V, tels que (V, © À) — vi En qualité de tels cycles, on peut 


prendre V, = —4{r*}. Va — {x}. De la description de la transfor- 

mation de monodromie ., il ressort que varz, Vi = —{1#} + 
+{xt} = —A, vars, Ve = 0. Pour le lacet +, on a varz, Vi = 0, 
Vars, Vo = —A. 


Considérons à présent un lacet t défini par la formule + (t) — 
= 2° exp (2nit). Le lacet + ferme autour des valeurs critiques de la 
fonction f un cercle de grand rayon parcouru dans le sens positif 
(antihoraire). Puisque, pour |z]| grands, l’ensemble de niveau 
{f — z} est proche de l’ensemble de niveau {r$ — 2}, la transfor- 
mation de monodromie he du lacet 7% fait permuter x. x? et r° de 
façon cyclique (rx — x; 2 *—zf). D'où k,,A;, — hrs ({x*} — 


1 3 e 
On peut établir ces mêmes rela- 


tions en utilisant le fait que le 
lacet t est homotope au produit 
T,T, des lacets simples vT, et T;, 
et que donc h,, = h;-h,. Pour 
l'opérateur de variation on a 
var, Vi= — {x} + {x} = A, 
Var: Va {x x} — {x: +} — 
== À, — A. 

Le groupe de monodromie de la 
fonction de Morse f est engendré 
par les opérateurs k, — h,,, et k, — h,,, de monodromie des lacets 
T% et T. (opérateurs de Picard-Lefschetz). Tous les éléments de ce 
groupe préservent la forme d’intersection dans le groupe d’homologie 
H, (F:#) d'une variété de niveau non singulière (réduit modulo un 
point) engendré par les cycles évanescents A, et A.. Pour mieux 
comprendre la structure du groupe de monodromie, considérons sur 


le plan euclidien six vecteurs de longueur V2 qui font entre eux 
des angles égaux à (x/3) (fig. 15). On voit sans peine que le groupe 
H, (F. #) (comme module sur l'anneau des entiers avec une forme 
bilinéaire entière) est isomorphe à un réseau d’entiers sur le plan 
engendré par les vecteurs À, et À, (les six vecteurs représentés sur la 
figure 15 sont les éléments du réseau dont les carrés des longueurs 
sont égaux à 2). L'opérateur k, est réalisé par la réflexion par rapport 
à la droite L; orthogonale à À, et l’opérateur h, par rapport à la 
droite L, orthogonale à AÀ.. 11 s'ensuit que le groupe des transfor- 
mations du réseau engendré par les opérateurs #, et *, (groupe de 
monodromie de la fonction de Morse f) est isomorphe au groupe S (3) 
des permutations de trois éléments (à savoir des trois vecteurs 
(24, + A;), (—A, + A,) et (—A; — 2A,)). 
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2. Dans l'exemple 2 de la page 22 la description de la variété 
de niveau {f — :} sous forme de revêtement ramifié à deux feuillets 
au-dessus du plan de la variable complexe x présentant trois points 
de ramification permet de suivre les actions des transformations de 
monodromie k,,. k,, et d'obtenir les relations k,A, — A,, h,A, = 
= AY — ra Rk,AÀ; = A; — À; LA — AY var, Vi = —À,, 
var,, Va = 0, var,, Vi = 0, var,, Vs: = —A,. Nous laissons au 
lecteur le soin de faire toutes les constructions géométriques néces- 
saires *). Sur la figure 16 sont indiqués les cycles relatifs qu'on peut 


Fig. 16 


prendre comme Y, et V.. i.e. comme générateurs du groupe d'homo- 
logie relatif 77, (Fe, F2) d'une variété de niveau non singulière 
de la fonction f modulo son bord, tels que (V; + A;) = ô:y. 

Le groupe de monodromie de la fonction de Morse f (x, y) = 
= 2% — 3x + y* est isomorphe au sous-groupe du groupe des 


. € ? ? COLA La Q 1 1 
matrices 2 x 2 non dégénérées engendré par les matrices É ‘) et 


(_; N correspondant aux opérateurs de Picard-Lefschetz k, et 


h.. Ce groupe se confond avec celui de toutes les matrices entières 
de déterminant (+1). 


1.3. Théorème de Picard-Lefschetz. Soient + un lacet simple associé 
à un chemin uw qui joint une valeur critique z; à la valeur non critique 
Zo. et À € H,1 (F,,) un cycle évanescent le long de u. Proposons-nous 
de déterminer l'action des opérateurs var, et ., dans les groupes 
d'homologie correspondants. 

Sans diminuer la généralité, on peut admettre que la valeur 
critique z; — u (0) est égale à O0, que la fonction f s'écrit au voisinage 
du point critique p, sous la forme f (x1, ..., xn) = Ÿ' x (pour 


J 
Il (x... ., zn) || suffisamment petit, par exemple pour Ÿ |zx, 


J 
< 4e°, toutes les coordonnées locales x; sont nulles au point p;), que 
la valeur non critique z, est suffisamment proche de la valeur critique 
O0 (par exemple | z | = e*) et u (t) — tz,. On suppose en outre que 


. *) Elles sont analogues aux constructions que nous avons entreprises dans 
l'introduction pour un cas plus simple. 
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toutes les valeurs critiques non nulles de f sont supérieures à 4e° 
en module. Quitte à faire un changement linéaire des coordonnées, 
on obtient e — 1, z9 — 1. Au lieu de + on peut prendre un lacet 
homotope t': Tt’(t) — exp (2nit), t E TO, 1]. 


Soit r=r(r, ....z»)=|lx=(D 1x; l) = (TS xx) norme 
J J 


du vecteur x = (x,, ..., x,). Soit F. l'intersection de l'ensemble 
de niveau F. avec la boule (fermée) B,= {(x1, . .., x,): r & 2} de 
rayon 2 dans l'espace C7. 

Lemme 2. Pour | z | < 4 l'ensemble de niveau F, est transversal 


à la sphère S, — 0B, de dimension (2n — 1) (l'ensemble de niveau F. 
est une variété pour z Æ# 0, l'ensemble de niveau nul F, est une variété 
partout sauf en O). 

Démonstration. Supposons que zEF. NS, et que 
l'ensemble de niveau F, ne soit pas transversal à la sphère S, en x. 


Alors dr° (x) est une combinaison linéaire de df (r) et df (x), i.e. 


dr (x) = adf(r) + Bdf(r), «a, BEC. 


Il vient 
df(x)=28z;dxy, df(x)}=22 x; dx, 
dr?(z)= D x,;dr;, + x,dz,, 
d’où 
zi=2axy, j—=1,...,n. 
ne les coordonnées x; ne sont pas toutes nulles, d’où | 2x | = { et 
onc 


(x) = 2af (x), 1f()1= 7" (x) = 4, 
ce qu'il fallait démontrer. 
Il découle de ce lemme que pour 0 < |z | << 4 les ensembles 
F. — F, N\ B, sont des variétés à bord difféomorphes entre elles. 


Il est évident que F, est un cône de sommet en O0 et, par conséquent, 
est contractile. 


Lemme 3. Pour 0<]|z|<4 la variété F est difféomorphe à 
l'espace fibré en disques du fibré tangent à la sphère standard S"”-1 de 
dimension n — 1. 

Démonstration. Sans diminuer la généralité, on peut 
admettre que z = 1, ce qui revient à considérer la variété F Soit 


Zzj = Uy + iv;, où u;, et v; sont réels. La variété F, se définit en 


28 STRUCTURE TOPOLOGIQUE DES POINTS CRITIQUES ISOLES ICH. I 


coordonnées u;,v; par les équations Ÿ u5 — Ÿ v? = 1, à uv, = 


= 0, À u$ + Nui<4 Dans l'espace vectoriel réel R°" muni 


de coordonnées LU}, v Ü = 1,..., n) l'espace fibré en disques du 
fibré tangent à la sphère standard de dimension (n — 1) située 
dans l’espace R" peut être défini sous la forme Ÿ u£ =1, > ul = 


= 0, Ÿ D? <p° (ici p>0 est le rayon des disques de fibration 


(le type de l’espace fibré considéré comme variété différentiable n’en 
dépend évidemment pas)). On vérifie aisément que la transformation 


Led 


uy = uÿV N ui, v — v; définit le difféomorphisme demandé 
(pour p° — 3/2). 


I] s'ensuit que Hy (F,) — 0 pour kæÆn— 1. H,_1(F;) = Z. 


Le groupe d'homologie H,.; (F,) est engendré alors par un cycle 
évanescent de Picard-Lefschetz À représenté par la sphère standard 
ST = {(n, ..., x): Nu = 1, v; = 0} de dimension nr — 1. 


Supposons que la variété F, soit munie d'une orientation définie 
par la structure du fibré tangent à la sphère. Cela signifie qu’au 


point (1, 0, ..., O0) de F, le système de coordonnées positivement 


orienté est Us. Ug, - + -+ Uns Vas Ugs + + + Un. L'orientation de F, comme 
variété complexe se définit en rangeant les coordonnées dans l’ordre 
suivant: Us, Vos Ugs Ugs + + + Uns Un. ON remarque facilement que ces 
(n-1)(n-2) 

deux orientations diffèrent par le signe de (—1) 2 : 
L'indice de self-intersection de la section nulle dans l'espace 
du fibré tangent à la variété se confond avec la caractéristique 
d’Euler-Poincaré x de cette variété. Cette assertion se démontre 
comme suit. Conformément à une de ses définitions, la caractéris- 
tique d'Euler-Poincaré d'une variété N est le nombre des points 
singuliers d'un champ de vecteurs générique v sur V comptés avec 
les multiplicités +1 ou —1 en fonction de leurs indices (v: V —+ 
— TN. v(z)ET,N). Pour calculer l'indice de self-intersection 
(NV © N) de la variété N comme section nulle du fibré tangent TN 


dans l’espace de ce fibré, on peut choisir une déformée Ÿ de Ÿ dans 
TN qui rencontre transversalement Ÿ en un nombre fini de points 


et chercher les indices d’intersection (4 o N) des cycles de W et de N 
en ces points. Une telle déformée peut être choisie sous la forme 
N — {x,v(x)},oùrE N,v(x) E T,N et v est un champ de vecteurs 


générique sur V. Les points d'intersection des cycles de W et de N 
se confondent avec les points singuliers du champ de vecteurs v. 
Un calcul bien simple montre que l'indice d’intersection des cycles 
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de N et de V en un point d'intersection coïncide avec l'indice de ce 
point regardé comme point singulier de v. 

La caractéristique d’Euler-Poincaré % (S"-1!) de la sphère S"-1 
de dimension (n — 1) est égale à 1 + (—1)""1, ï.e. elle est égale à 0 
pour x pair et à 2 pour # impair. Puisque la variété F; est difféo- 
morphe à l’espace fibré en disques du fibré tangent à la sphère de 
dimension (n — 1), l'indice de self-intersection du cycle évanescent 


A dans F.. dont l'orientation est définie par la structure du fibré 
tangent à la sphère sur cette variété, est égal à 4(S"-1) = 1 + 
+ (—1)""-1, D'où le 
Lemme 4. L'indice de self-intersection d'un cycle évanescent A 
dans la variété complexe F, est égal à 
(n-1)n-2) O0 pour n=0 mod 2, 
(AocA)=(—1) 2 ({+(—1)"1=€ +2 pour n= {| mod 4, 
—2 pour n=3mod 4. 
Par la dualité de Poincaré, les groupes d’homologie relatifs 


H} (F;, 6) sont nuls pour À =£ n — 1 et le groupe H,.: (F,. 6F,) 


est isomorphe au groupe Z des entiers. Le groupe H,.; (F;, 0F;) 
est engendré alors par le cycle relatif V dual du cycle évanescent A, 
i.e. par un cycle tel que l'indice d'intersection (Y © A) — 1. Comme 
représentant de V, on peut choisir une sous-variété non singulière 


T=f{a, ... mM)EF:u>0, u—=...—u, =0} 
de F, munie d’une orientation convenable. Par le difféomorphisme 


de la variété de niveau , et de l'espace du fibré tangent à la sphère 
construit dans le lemme 3. à la sous-variété T7 correspond la fibre 
de ce fibré. i.e. une boule dans l’espace tangent à la sphère S”-! en 
(4, 0, ..., O). 

Considérons la restriction de l'application f à f-! (D;)XB;, où B, 
est une boule ouverte de rayon 2 et D, l’adhérence d'un disque de 
rayon { dans le plan C. Elle définit une fibration localement triviale, 
donc triviale f-! (D,)XB, — D, au-dessus du disque unité D,. Le 
relèvement l', de l’homotopie t->7T’ (t) — exp (2xit) en homotopie 
de la fibre de F, peut être choisi compatible à la structure du produit 
direct sur l'espace de cette fibration f-! (D,;) B.. Un cycle relatif 6 
de dimension Æ dans (F:, 0F:) peut être représenté sous la forme 


ô = 61 + Ô:, où 6, est un cycle relatif dans (F;, 0F,) et 6, une chaîne 
dans F;, B,. La transformation de parcours du chemin .. = F; 
est fixe sur F, B, ; elle laisse donc inchangée la chaîne 6. et n'agit 
de façon non triviale que sur le cycle 6. On a donc var,.(ô) — 
= var,-(0,) (nous utilisons les mêmes notations pour les opérateurs 
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de monodromie var. qui correspondent aux couples (/", 9") et 
(B;:, 9B.)). Si la dimension k du cycle ô n’est pas (7 — 1), on a 


Ô, = 0 dans le groupe d'homologie relatif H} (F,, 0F,) (car ce groupe 
est nul lui-même). D'où le 


Lemme 5. Pour toute dimension autre que (n — 1), l'opérateur 


de variation var. est nul et les opérateurs h.., et hr) sont identiques. 
Si k = dim Ô = (7 — 1), on a 6, — m-V dans le groupe d’homo- 


logie H,-: (F,, 6F), avec m — (ô o À). Il suffit donc, pour déter- 
miner l'action de l'opérateur de variation var.-, de calculer la classe 
d’homologie de var, (V). 
Théorème de Picard-Lefschetz. 
var,» (V) = (—1)70#1)/5 A, 
Corollaire. Pour a € H,_:(F,., 0F,,) on a 
var, (a) =(—1)"#2/2 (ao À) À, 
hé (a) = a+ (—1)"0#9/2 (a 0 A) i, (A); 
pour a€ H3-1(F,)ona 
hqu (a) = a+ (— 1) (a 0 A) A. 

Cette dernière formule est généralement appelée formule de 
Picard-Lefschetz. Pour un nombre de variables x impair, cette for- 
mule et le lemme 4 montrent que l'opérateur de Picard-Lefschetz 
h.. est la réflexion de l’espace FH, _, (F,,) par rapport à un hyperplan 
qui est orthogonal (au sens de la forme d'intersection) au cycle 
évanescent correspondant A. 

On peut démontrer le théorème de Picard-Lefschetz par un calcul 
élémentaire et direct mais encombrant (voir par exemple [147]). 
Un peu plus loin, au n° 2.4, nous indiquerons une démonstration 
plus invariante. En attendant, nous allons démontrer le théorème 
pour » impair. 

Il existe un relèvement naturel Q, de l'homotopie { =»>7t" (ft) — 
— exp (2nit) (0<t<1) en homotopie Fe Fais de la fibre, 
qui n’est pas d'ailleurs compatible à la structure du produit direct 
sur le bord. Ce relèvement se définit par la formule Qj,(x) — 
— exp(nit) x. L'’homotopie Q, ne convient pas pour définir 
l’action de l'opérateur de variation var.-; par contre, on voit sans 
peine qu'elle permet de déterminer celle de l'opérateur de mono- 


dromie h.., sur le groupe d'homologie H,_1 (F:) de la fibre. Il est 
évident que la transformation (, est une simple multiplication par 
(—1). En particulier, sur la sphère évanescente À elle se confond 
avec la réflexion au centre, d’où Que (A) = hs (A) = (—1)'A. 
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Soit i,: Hn-: (À) — H,,-; (Fi, 0F,) un homomorphisme naturel 
induit par l'inclusion F,C— (F;, 0F;). Puisque (Ac A) = (i, (A)o A), 
(V © A) = 1, il ressort du lemme 4 que 

(n—-1}Xn- 2) 


le (A)=(—1) 2 (A+(—NV= 
{ 0 pour nr = 0 mod 2, 


—* n—1 
À 2(—1) ? V pour n= 1 mod 2. 


Le groupe d’homologie H,,_, (F;) de la fibre étant isomorphe au 
groupe des entiers et engendré par le cycle évanescent À, on a 
var (V) = mA pour un m entier. Puisque L,., = id + vars-i,, 
on a pour un nombre impair #7 de variables —A = h,,(A) = 


ni n—1 
= À +2(—1) ? var (V)= A+2(—1)2 mA. Il en ressort 
n+i 


que m — (—1) 2? , et l’on retrouve (pour n impair) l’assertion du 
théorème de Picard-Lefschetz. 


$ 2. Topologie d’un ensemble de niveau non singulier 
et opérateur de variation de la singularité 


2.1. Ensemble de niveau non singulier d’une singularité. Soit 
f: (C", 0) — (C, 0) une singularité, i.e. germe de fonction holo- 
morphe avec un point critique isolé en 0. Du théorème des fonctions 
implicites il ressort qu’au voisinage de O dans C" l’ensemble de 
niveau f-!(e), e 0, est une variété analytique non singulière et 
que l’ensemble de niveau f-! (0) est une variété non singulière par- 
tout sauf le point O € C" en lequel il admet un point singulier. 


Lemme 1. 71 existe un p > 0 tel qu'une sphère S, & C" de rayon 
r<p centrée en O rencontre transversalement l'ensemble de niveau 
f (0). 

En effet, la fonction || x | ne peut prendre sur l’ensemble f-1 (0} 
(au voisinage de O0 € C'") qu'un nombre fini de valeurs critiques 
(dans le cas où f est un polynôme, cette assertion découle automa- 
tiquement du curve selection lemma de Milnor ([245]) par exemple; 
dans le cas général elle est démontrée par un raisonnement analogue). 
Choisissons comme p un nombre dont le carré soit plus petit que 
toute valeur critique de || x ||? sur la variété f-! (0) — 0. Dire que 
toute valeur critique de {| x | sur f-1 (0) — 0 est plus grande que 
p°® revient à dire que pour r < p une sphère S, de rayon r centrée 
en O (variété de niveau de || z |) rencontre transversalement la 
variété f-1 (0) — 0. 
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Du lemme 1 il découle que pour un &, > 0 suffisamment petit 
la variété de niveau f”! (e) est transversale elle aussi à la sphère S, 


si |e | e,. Ainsi donc, la fonction f: B, —+ C vérifie les con- 
ditions 1° à 3° du n° 1.4 (avec comme M" la boule B, de rayon p 
centrée en O0, comme U le disque D, de rayon &, centré au point 0 


de C" et l'unique point critique 0). Proposons-nous de décrire la 
topologie de l’ensemble de niveau f-! (€) au voisinage de 0. 


Définition. On appelle ensemble de niveau non singulier de la 
singularité f au voisinage de son point critique 0 l'ensemble 


Ve= f(E) NB, ={rEC": f(x)=e, [xl <p} 
pour O0 ]|e|< &. qui est une variété complexe à bord. 

La variété V, est définie de façon unique à un difféomorphisme 
près. On sait ([245]) qu'elle a le type d’homotopie d'un bouquet 
de sphères de dimension (7 — 1). Le nombre u = u (f) des sphères 
est appelé snultiplicité ou nombre de Milnor de la singularité f. 
Les groupes d’homologie A, (V,) d'un ensemble de niveau non 
singulier sont nuls pour À = (n — 1); le groupe H,-, (V,) æ Z* 
est un groupe abélien libre à u générateurs. L’assertion sur les 
groupes d’homologie HA, (V,) d’un ensemble de niveau non singulier 
sera démontrée un peu plus loin (voir théorème 1). Quant au résul- 
tat sur le type d’homotopie d’un ensemble de niveau non singulier, 
il découle du théorème 1 lui aussi (pour nr > 2). moyennant un 
résultat auxiliaire selon lequel la variété V, est simplement con- 
nexe (ce deuxième résultat est démontré par le même raisonnement 
que le théorème). 

Le groupe fondamental x; (D,, — 0) du complémentaire de 
l’ensemble des valeurs critiques est isomorphe au groupe des entiers 
et est engendré par la classe d’un lacet y, qui entoure une fois la 
valeur critique O dans le sens positif (antihoraire). On peut poser 
par exemple 


Vo (t) = e-exp (2nit) (le | 80, t E LO, 11). 


Définition. On appelle monodromie classique h: V,— V, de la 
singularité f la monodromic k., du lacet y,. On appelle opérateur de 
monodromie classique de la singularité f l’automorphisme h, = hk.,. 
du groupe d’homologie H,_, (V,) d'un ensemble de niveau non 
singulier V,. On appelle opérateur de variation de la singularité f 
l'opérateur 

Var, = var,,.: Hn-1 (Ve, OV,) — Ha (Ve) 
de variation du lacet ys. 

Pour construire une base du groupe d’homologie H,_1 (V,) = 
æ Z"9 d'un ensemble de niveau non singulier V, de la singularité f, 


$ 2] TOPOLOGIE D'UN ENSEMBLE DE NIVEAU NON SINGULIER 33 


on peut procéder comme suit. Soit ÿ — f, une déformée de f définie 


au voisinage de la boule B, (on peut prendre comme / par exemple 
la déformation f;, = f + Àg, où g est une fonction linéaire C" —+ C). 
Pour un À suffisamment petit (| À | < À) l’ensemble de niveau 


f-1 (e) est transversal à la sphère S, si | e | < €. et toute valeur 
critique de Î sur B, est plus petite en module que &,. _On montre 


sans peine qu'un ensemble de niveau non singulier f1 (e) N B, 
est difféomorphe à un ensemble de niveau non singulier V, de f pour 
|e | &. En accord avec le théorème de Sard, la presque totalité 


des déformées f de f présentent dans B, uniquement des points cri- 
tiques non dégénérés à valeurs critiques distinctes (c’est le cas de 
la presque totalité des fonctions linéaires g dans notre exemple). 


Montrons par exemple que Î — f + g est une fonction de Morse 
pour presque toutes les fonctions linéaires g: C" —> C. À cet effet, 
considérons l'application df: C" — C" définie par la formule 


df (x) — (0f/0x, (x), . . ., 0f/0xn (x)) (x = (ti. + ., Zn) € C7). 
Presque toutes les valeurs (1, . . ., L,) € C' sont non critiques pour 


cette application (théorème de Sard). Si (L:, ..., l,) est une valeur 
non critique de df, alors la fonction f — 5 l;x; n'a que des points 


J 
critiques non dégénérés. En effet, les points a es de jf — 2 Lx) 


sont des points en lesquels 0f/0x; — l; = 0, j = 1, A, L e. ce 
sont les images réciproques du point (l,,..., ne par l’ application df. 
Puisque (li, ...,/,) est une valeur non critique pour l'application df, 


la matrice (d*f/0xr,; r;) a le déterminant non nul en ces points, ce 
qui montre justement que les points critiques correspondants de 


j=f— D Lx; sont non dégénérés. L'ensemble des valeurs non 


critiques de df étant ouvert, l’adjonction à f d’une petite fonction 
linéaire ne la fait pas sortir de la classe des fonctions ayant les 
points critiques non dégénérés mais permet de rendre ses valeurs 
critiques distinctes deux à deux. 


Nous retrouvons la situation qui a été décrite au $ {. Soient 
comme précédemment F, = f1 () N B, (| z | L eo), Ps les points 


critiques de Î dans la boule B, à valeurs critiques z, distinctes 


[za l<ei=1,...,puet {u,}un système de chemins qui joignent 
les valeurs critiques z, à la valeur non critique 2 (| zo | = &o) et 
définissent dans le groupe d’homologie Æ,.; (F,,) d'un ensemble de 


niveau non singulier de / une suite distinguée de cycles évanescents 
{A;}. Rappelons que cette dernière condition signifie que les chemins 
u, sont sans points doubles et (deux à deux) sans points communs, 
sauf 2. 


3—0626 
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Théorème 1. La suite distinguée de cycles évanescents {A;} forme 
une base du groupe d'homologie (abélien libre) H, 1 (F..) = H,.: (V.) 
d'un ensemble de niveau non singulier d'une singularité f. En particu- 
lier, le nombre des points critiques non dégénérés de Î dans B, f' 


N ' (D..) (qui résultent de la décomposition du point critique O de j) 
est égal à la multiplicité u (f) de f. Les groupes H} (F..) sont nuls pour 
k = (n — 1). 

Démonstration. Soient X=B,Nf"t(D..), X — 


= B, N f” (D,), où p > 0 et & > 0 sont les mêmes que précédem- 
ment. Montrons que l'espace X est contractile. 

Du fait que l’ensemble f-! (0) de niveau nul de la fonction 
est transversal aux sphères $, de rayon r < p centrées au point 0 de 
C? découle que l’ensemble f-1 (0) AN B, est homéomorphe à un 
cône au-dessus de la variété f"1 (0) NS, et est donc contractile. 
On peut effectuer la contraction de f”1 (0) N B, vers son point 0 
en introduisant sur cette variété un champ de vecteurs orthogonal 
aux sous-variétés f-1(0) NAS,, r <Lp (rappelons que l’ensemble 
fon B, est une variété partout sauf en Ü). 

A son tour l’espace f"1 (0) N B, est un rétracte par déformation 
de l'espace X = f1(D,,)" B,. On peut par exemple construire la 
rétraction par déformation requise de À comme suit. Choisissons une 
suitep="m>n>r>... >0quitende vers0 de façon monotone. 
Prenons des €; tels que & > E, > Es >... > 0 et que l’ensemble 
de niveau f-! (e) soit transversal à une sphère S?, de rayon r; centrée 
en 0 pour |e | < &;. La fonction j définit des fibrations localement 
triviales, donc triviales E, — f”1 (D,) N (B,, _ B,) —+ De, Leurs 
trivialisations peuvent être choisies de telle façon qu'elles se con- 
fondent sur les intersections E; NE: = f"1(D,)"N (B;, — B,, }). 


T1 
Considérons une déformation g, du disque D, définie pour 0 <t< 
< &, par la formule 

doi (ere pour IIzll>4, 

| æ _pour ||z||<é. 

L' application g: envoie le disque De, de rayon €, dans un disque de 
rayon { qui, lui, reste fixe. L’ application £, est une rétraction par 
déformation de D., en le point 0. Puisque la fonction f définit . 
fibrations localement triviales f-1 (D ee — 0) NB,,—+ D,, — 0, 
existe une famille G, (0<1< _ d’applications de insensible 
X =f1(D,.) NB,, dans lui-même qui relève l’homotopie g;,. On 
peut choisir cette famille compatible à à la structure du produit direct 
sur les ensembles E, = f”1 (De) n(B,, — B,,) pour {<< ey. On 
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voit sans peine qu'on peut passer naturellement de la famille G;, 
où 0Lt< e,, à la famille G, pour 0 Lt L €, où l'application 
G, est rétraction par déformation de X sur l’ensemble de niveau 
nul "1 (0) NB... 


Si f est une déformée suffisamment petite de la fonction f, l’espace 
X est difféomorphe à X (comme variété différentiable à coins: en 


réalité il suffit de remarquer que X est homotopiquement équivalent 
à X), donc contractile lui aussi. 


La fonction f applique l'espace X dans le disque D», et, en dehors 
des valeurs critiques z1, 22, . .., z,, est une fibration localement 
triviale de fibre F.,. Considérons la réunion |} u, (t) = V des images 

ft 


des chemins u,. C'est un rétracte par déformation du disque Des. Il 


est facile de voir que la rétraction par déformation du disque De 
sur l'espace V peut être relevée en rétraction par déformation de 


l'espace X sur l’espace Y = f-14(V) (de même que la rétraction par 
déformation du disque D,, dans le point 0 se relève en rétraction 
par déformation de l’espace X sur l’ensemble de niveau nul f-1 (0) f 


n B;). En éliminant de l’espace Y les fibres singulières fr (z:), on 
U 
obtient un espace Ÿ — [ Ÿ”? (z:) fibré au-dessus de l’espace con- 


tractile V — {z, |i = 1,...,u}. Par conséquent, il est homéomor- 
phe au produit direct de la fibre F,, par l'espace V —{z; li — 
= 1,...,u}, donc homotopiquement équivalent à la fibre F... 
On montre sans peine qu il est possible d'obtenir, au type d' ‘ho- 
motopie près, l’espace Ÿ à partir de la fibre F,, en « bouchant » les 
sphères évanescentes À, avec des boules æ,; de dimension 7. Nous 
nous bornerons à définir une application unilatérale d'équivalence 
homotopique des espaces considérés. Soit sy(t) : S7!'+S,(t) 
Œ Fun (© <t<L1) une famille d'applications d'une sphère 
standard S?-? de dimension (7 — 1) (l'indice i marque simplement 
le numéro de l’exemplaire) définissant le cycle évanescent A, — 
= $(1) (s3 (0): S?"1—+ p,). Soit #, une boule de dimension # 
qui est un cône au-dessus de la sphère S?-1 (@æ, — [0,1] x S'-1/0 % 
X S71). L'espace Fr Ü «a, {#:} obtenu à partir de la fibre pe 
par « bouchage » des cycles évanescents A, avec des boules #, de 


[TI 
dimension » est l’espace quotient F,,[J U ®: par la relation d'équiva- 
im 


lence s, (1) (a) — (1, a) (a € SF-?, (1, a) EP;, i=1, ..., p). 
Son application ® dans Ÿ, qui est une équivalence d’ homotopie, 
peut être définie comme suit : @ (x) = rpourzEF,CY,œf(t,a) = 

= s3 (6) (a) pour (t, a)E 1, 0 Lt LA, a € ST. 

gs 
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On a une suite d'homotopie exacte du couple 
EX Ù FD): + Han (M) + 
+ Hi P, Y = Ù F0) Ha — À Fe) + Ha (M) 


Ici A, (Y) = 0 (puisque l'espace Y est homotopiquement équiva- 
lent à l’espace contractile X ; rappelons que l'homologie est supposée 
réduite modulo un point), 


O0 pour 4£n—1, 


U H 
H,:,(Y, F0 fr (z)) = LE Hiu (F1 081) = Z* pour k=n—1, 


H, (Y — ï 1 (z))=H3(F.,). La suite étant exacte, on a 
im! 


0 pour kzÆn—1, 


U 
— 1 = 
CANTAL OT REC) DR 
le générateur du groupe F, (%,, 0 ;) passant en le cycle évanescent 
A,. D'où l'assertion du théorème. 


De la suite d'homotopie exacte du couple (Y, Y — Ù f-1 (zi)), 
ii 


CS 
on déduit sans peine que l’espace Y — |) f-!(z,;) est simplement 
im 1 


connexe: il en est donc de même pour l’ensemble de niveau non 
singulier F,, quand n > 2. 

Du théorème 1 il découle que la multiplicité d’un point critique 
d'une singularité f est égale au nombre des points critiques non 
dégénérés en lesquels se décompose ce point par une déformation 
générique de f. Ce nombre est égal au nombre des images réciproques 
(proches de 0) du point générique par l'application df: C"—- C’ 
(df (x, ..., zh) = Ôf/Oxi(x), . .., Of/0x,(x)). On en déduit la 
formule de la multiplicité d'un point critique isolé d'une fonction f: 

u (f) = dimc,Q/(ôf/ôx;, . .., ôf/0x,), 
où ,@ est l'anneau des germes en 0 de fonctions holomorphes de nr 
variables et (0f/ôx:, . .., 0f/0x,) l'idéal dans ,© engendré par les 


dérivées partielles de la fonction f (idéal jacobien du germe f). Cette 
assertion a été démontrée dans la Première partie, $ 5. 


2.2. Cycles évanescents et groupe de monodromie d’une singu- 


larité. On a montré au n° 2.1 que presque toute déformée f de la 
singularité f: (C', 0) —+ (C, 0) est une fonction de Morse, i.e. qu'elle 
n’admet, au voisinage de 0 dans C”, que des points critiques non 
dégénérés au nombre égal à la multiplicité de la singularité f, toutes 
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les valeurs critiques z1, .. de Î étant distinctes. Dans ce cas 
l'ensemble de niveau non ne V, de la singularité f est difféo- 


morphe à l'ensemble de niveau non singulier F,, = f1 (co) N B, 


de la fonction Î. L'existence d’un tel difféomorphisme permet d'in- 
troduire les définitions suivantes : 


Définition. On appelle cycle évanescent À dans le groupe d’homo- 
logie H,-1 (V,) d’un ensemble de niveau non singulier de la sin- 
gularité f, un élément de ce groupe qui correspond, dans le groupe 
d'homologie 4,1 (F,,) d'un ensemble de niveau non singulier de 


la fonction îÎ. 


« 


à un cycle qui s’évanouit le long d'un chemin qui 
joint une valeur critique z; de f à sa valeur non critique 2. 


Définition. Une base du groupe d’homologie A, (V,) d une 
variété de niveau non singulière constituée d’une suite distinguée 
de cycles évanescents {A,} est appelée base distinguée. Une base 
constituée d’une suite faiblement distinguée de cycles évanescents 
est dite faiblement distinguée. 

Le théorème 1 affirme que toute suite distinguée de cycles évanes- 
cents forme une base. On montre plus loin que toute suite faiblement 
distinguée forme également une base (voir n° 2.6). 


Remarque. Les termes « distingué » et « faiblement distingue » 
sont dus à A. Gabrielov. Dans [201] la base distinguée est appelée 
base géométrique. 


Définition. On appelle groupe de monodromie d'une singularité f 


le groupe de monodromie de sa déformée (fonction de Morse) Î. 
On montre sans peine que l’ensemble des cycles évanescents et 
le groupe de monodromie de la singularité ÿ ne dépendent pas du 


choix de la déformée de Morse f = f, de f. En effet, soit f = f, une 
autre déformée de f. Les deux déformées f;, jf, peuvent être incluses 
dans une même famille de fonctions f;,, à deux paramètres 
ro = far Jo,v — Îv). On peut prendre par exemple la famille 
fav = fx + fs — f. Dans l’espace C° muni de coordonnées (4. v), 
les valeurs des paramètres (à, v) auxquelles correspondent des fonc- 
tions non de Morse f;,., forment (au voisinage du point (0, 0) € C) 
l'ensemble image d'un ensemble analytique de dimension complexe 
un. [Il ne divise donc pas l’espace C*° des valeurs des paramètres (4, v). 


Il s'ensuit que les déformées f = f, et f = f4 se laissent joindre par 
une famille continue à un paramètre de fonctions de Morse f;6(4. ct) 


(t E TO, 1}, fan, vo = Î. fu), vo) = Î). On voit aisément que l'en- 
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semble des cycles évanescents et le groupe de monodromie restent 
inchangés le long d'une telle famille de fonctions de Morse. 

Pour les mêmes raisons, les notions de base distinguée et faible- 
ment distinguée sont invariantes par le choix de la déformée. 

Des résultats du $ 1 il ressort que le groupe de monodromie de la 
singularité f est engendré par les opérateurs de Picard-Lefschetz b, 
qui correspondent aux éléments A, d'une base faiblement distinguée 
dans le groupe d’homologie d'un ensemble de niveau non singulier 
de f au voisinage du point critique. Si le nombre nr de variables est 
impair. les opérateurs en question sont des réflexions dans des hyper- 
plans orthogonaux (au sens de la forme d'intersection) aux cycles 
évanescents AÀ;. Donc, quand le nombre de variables est impair, le 
groupe de monodromie de la singularité est un groupe engendré 
par des réflexions. 


Exemple. Considérons les fonctions f (r) = 2 et f (x, y) = 2 + y° 
qui admettent des singularités du type À, au sens de la Première 


partie. On peut choisir leurs déformées de Morse sous la forme Î (x) = 


= 2 + 3x et f (x, y) = 2 — 3hz + y* respectivement, où À 
est un petit nombre positif. Les bases distinguées dans le groupe 
d'homologie d'une variété de niveau non singulière et les groupes 


de monodromie des fonctions de Morse Î (x) et f (x, y) (qui se confon- 
dent avec les bases distinguées et les groupes de monodromie des 
singularités f (x), f (x, y)) ont été considérés dans les exemples du 
n° 1.2. 


2.3. Opérateur de variation et forme de Seifert d’une singularité. 
Nous avons introduit au n° 2.1 la notion d'opérateur de variation 
d'une singularité. Afin d'étudier les propriétés de cet opérateur, nous 
donnerons une interprétation différente de cette notion ([99], [213]). 

Soient comme précédemment f: (C", 0) —> (C, 0) une singularité, 
i.e. un germe de fonction holomorphe admettant un point critique 
isolé en 0, p un nombre positif suffisamment petit, S5"-! une sphère 
de rayon p centrée au point 0 de l’espace C”. Posons K =f1(0)" 
N S5"-1. On sait que l’ensemble de niveau f-1 (0) rencontre trans- 
versalement la sphère S5"-1; par conséquent, À est une sous-variété 
différentiable de Sÿ”1 de codimension 2. Désignons par T un voisi- 
nage tubulaire ouvert suffisamment petit de À dans S5"”1. Soit 
D: SÉTINXT + STE C application du complément de T au cercle, 
telle que D (x) = f (x)/] f (x) | = exp (i argf (x)). Il est montré 
dans [245], $ 4 que O est une fibration différentiable; la restriction 
de ® à la frontière 4(S%"-'XT) = OT a alors une structure naturelle 
de fibration triviale Æ x S1—+ Si. 

La restriction de la fonction f à f-! (Si) N B, définit une fibra- 
tion au-dessus du cercle S!, de rayon e, situé dans la droite complexe 
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€, fibration dont la fibre est une variété de niveau non singulière 
V,, = f-1 (8) N B, de la singularité f. Alors, comme nous l'avons 
dit plus haut, la restriction de f au bord f-! (S2,) N S, de la variété 
SN B, a elle aussi la structure de fibration triviale. Les 
opérateurs de monodromie classique et de variation de la singularité 


ont été définis à l’aide de la fibration f”1 ($4,) N B,—+ S 2, 


Lemme 2 (voir [245], $ 5). Les deux fibrations au-dessus des cercles 
S' et S}, sont équivalentes (par rapport à l'isomorphisme des cercles 
qui se réduit à la multiplication par e,). En particulier, la fibre O7 (:) 
de D est difféomorphe à un ensemble de niveau non singulier de la sin 
gularité f au voisinage du point critique. 

Ainsi donc, en définissant l'opérateur de variation Var, de la 
singularité f, on peut se servir de la fibration ®@. Nous désignerons 
comme précédemment par F,: D (1) + D-1 (exp (2nit)) une famille 
de difféomorphismes obtenue par reièvement de l’homotopie t —+ 
exp (2nit) (l, = id, t E [0, 11) et compatible à la structure du 
produit direct sur le bord. 

Ouvrons une petite parenthèse afin de rappeler quelques défini- 
tions. 

Soient À une variété à bord (réelle) orientée de dimension nr 
de bord 917, e;,..., e-1 un repère dans l'espace tangent à 94M en 
un point, e, la normale extérieure à 9M dans A1 au même point. On 
dit que le repère e;:, . .., e,. définit l'orientation du bord 9M si 
êps C1» + + + En-1 St un repère positivement orienté dans l'espace 
tangent à Af. Une convention analogue est adoptée pour les chaînes 
et leurs frontières. 

Soient a, b deux cycles disjoints de dimension (nr — 1) dans la 
sphère S°-1 de dimension (2n — 1). Pour n — 1. supposons en 
outre que a et b soient homologues à zéro; pour n > 1 cette con- 
dition est vérifiée automatiquement. Choisissons dans S**-1 une 
chaîne À de dimension » dont la frontière se confond avec le cycle a. 
On voit sans peine que l'indice d'’intersection (4 © b) des chaînes 
A. b dans la sphère S*"-1 (qui est défini, car la frontière de À, égale à 
a, ne rencontre pas le cycle b) est indépendant du choix de À. Soit 
en effet À’ une autre chaîne vérifiant les mêmes conditions ; alors la 
différence (4 — 4°) est un cycle absolu de dimension r dans S°"-1, 
d'où ((4 — 4°) ob) = 0, i.e. (4 © b) — (4° ° b). L'indice d’inter- 
section (4 © b) des chaînes À, b s'appelle coefficient d’enlacement 
des cycles a, b et se note L (a, b). 

Il existe une autre méthode de calcul du coefficient d’enlacement. 
Soit D" une boule dont la frontière est une sphère S°"-1, Choisissons 


dans D" deux chaînes À, B de dimension » dont les frontières se 
confondent avec les cycles a, b respectivement et qui sont entièrement 
contenues, à l'exception de leurs frontières, à l’intérieur de la boule 
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D°". On peut alors calculer l'indice d'’intersection (À o Bhp des 
chaînes À et B dans D? et L (a, b) = (4° bjs = (—1}» 0 B)) = 


= (Be À) = (—1)" L (, a). 
Pour démontrer cette assertion, remarquons que l'indice d'inter- 


section (4 o B)) est bien défini, i.e. indépendant du choix concret 


des chaînes À, B pour lesquelles 04 = a, 0B = b. La boule D": 
peut être assimilée à un cône au-dessus de la sphère S°"-1, ji.e. à 
l’espace quotient du produit [0, 1] x S?"-1 du segment [0, 1] et de 
la sphère S°"-1 par le sous-espace {0} X:S°7-1 (aux fibres {£} x S°""1, 
0 <t<1, correspondent dans la boule des sphères concentriques 

de rayon t). Ceci posé, on peut prendre 


comme chaîne B un cône au-dessus du cycle 
b ayant son sommet au centre de la boule 


D°" (B = [0, 1] x b/{0} x b), et comme 


chaîne À, la réunion du cylindre (1/2, 
1] x a au-dessus du cycle a et de la chaîne 
{1/2} x À située sur la sphère {1/2} x S°-1 
de rayon 1/2 (4 & S**-1, 9A — a; le cas 
Fig. 17 de nr = À est illustré sur la figure 17). Les 


chaînes À, B se coupent alors en des points 
de la forme (1/2, x), où xest le point d’intersection de la chaîne À 
avec le cycle b. Le signe des indices d’intersection correspondants se 
calcule sans difficulté. 
Revenons à la singularité f. Soient a, b deux cycles de dimension 
(n — 1) dans la fibre "1 (1) de la fibration D: SIT — ST. Le 
cycle Ti,2,b est situé dans la fibre ®-1(—1) et ne rencontre donc 
pas le cycle a. Par conséquent le coefficient d’enlacement des cycles 
a et lb en tant que cycles situés dans une sphère de dimension 
(22 — 1) a un sens. 


Définition. On appelle forme de Seifert d'une singularité f une 
forme bilinéaire ZL sur le groupe d’homologie H,.1 (D-1(1)) 
(&H, -1(V,)) telle que L(a, b) = la, Ti,,b), où a, bE H,_1 (D-1(1)). 

D'après le théorème de dualité d’Alexander, le coefficient d'’en- 
lacement définit la dualité des groupes d’homologie /7,_1(D"1(1)) 
et H,-1 (S°-1 — D-1(1)). On voit sans peine que la fibre D1(—1) 
est un rétracte par déformation de l’espace S**-1 — D-1(1). Par 
conséquent, le groupe d'homologie H,-,(S°%7-1 — @-1(1)) est iso- 
morphe au groupe d’homologie H,_,(®-1(—1)). Puisque la trans- 
formation T7 est un isomorphisme des groupes d’homologie 
H,-1(©-1(1)) et H,-:1(D-1(—1)), la forme de Seifert définit la 
dualité du groupe À,_,(D-1(1)) à lui-même, i.e. est une forme 
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bilinéaire entière non dégénérée de déterminant +1. Remarquons 
que la forme de Seifert L n'est pas symétrique en général. 

Soient bE H,_1 (D-1(1)) la classe d'homologie absolue et a € 
€ Hh1 (D (1), 9801 (1)) la classe d'homologie relative modulo 
le bord. 


Lemme 3. L (Var, a, b) = (a © b). 

Démonstration. Choisissons un cycle relatif de dimension 
(n — 1) dans le couple (D-1 (1), 9D-1 (1)) représentant la classe 
d'homologie a; ce cycle sera noté a lui aussi. Considérons l’applica- 
tion [0, 1] X a—> S°"-1 du cylindre au-dessus du cycle a dans la 
sphère, application par laquelle (t, c) E[0, 1] x a passe en T, (c)€ 
€ S?-1;: alors la base inférieure {0} x a du cylindre (0, 1] x a 
est envoyée sur la chaîne a, la base supérieure {1} » a sur la chaîne 
l',a et [0, 1] x da sur la frontière 07 du voisinage tubulaire 7 de la 
variété X. L'application décrite définit donc dans la sphère S*"-1 
une chaîne de dimension x dont la frontière se compose de deux 
parties, à savoir: la variation Var, a — l',a — a du cycle a (située 
dans la fibre 1 (1)) et un cycle situé sur OT. Contractant la deu- 
xième partie de la frontière à l’intérieur de 7 suivant les rayons, 
nous obtenons dans S*"-1 une chaîne À dont la frontière est située 
dans la fibre D1 (1) € S°"-let est égale à Var, (a). L'intersection 
de la chaîne À et du cycle l';,2,0 se confond alors avec celle des cycles 
l'a et l,,2,b dans la fibre O1 (—1). Ainsi donc, 


L (Var, a, b) = | (Var, a, T'{,2«b) = (A o° l'{y2ed)s == 
= (li72ea © D'iy2b)o-1-1) = (a © b)o-1(1), 


ce qu'il fallait démontrer. 

Puisque la forme de Seifert L définit la dualité du groupe d’homo- 
logie H,-1 (D? (1)) à lui-même et l'indice d'intersection, la dualité 
des groupes H,,_, (D-1 (1)) et H,., (DT (1), 9D-1 (1)), on a le 


Théorème 2. L'opérateur de variation Var, de la singularité f est 
un isomorphisme des groupes d'homologie H,. (®-1 (1), 9D-1(1)) = 
= H,-:(071(1)) ou, ce qui revient au même, des groupes H,_; (V., 
0Ve)= Hh-1 (Ve). 


Remarque. Si nous avions déjà la démonstration du théorème de 
Picard-Lefschetz dans. le cas général, nous pourrions obtenir le 
même résultat en écrivant la matrice de l'opérateur Var, dans une 
base distinguée du groupe d'homologie H,_, (V,) et dans sa duale- 
du groupe ,-_; (V,, 9V,) (voir n° 2.5). 

De ce théorème et du lemme 3 on déduit le 


Théorème 3. Si a, b € H,.1 (V,), alors 
L(a, b) = (Var-lao b). 
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Remarque. La définition du coefficient d'enlacement et celle 
de la forme de Seifert se distinguent parfois des définitions que nous 
venons de donner par le signe ou par la permutation des arguments 
{voir par exemple [99]). 

La forme de Seifert L (a, b) s'avère d'une grande utilité pour 
l'étude de la structure topologique des singularités. En particulier, 
Ja forme de Seifert (ou l'opérateur de variation (4,1 (V,))* — 
— H, 1 (V,)) définit la forme d’intersection sur le groupe d’'homo- 
logie H, 1 (V,) d'une variété de niveau non singulière. 


Théorème 4. Pour a, bE H,_ (V.)on a 
(a o b) = —L (a, b) + (—1)}" L (b, a). 


Démonstration. Puisque l'opérateur de variation de 
la singularité est un isomorphisme, il existe des cycles relatifs a’, 
dE H,-1 (Ve, 0V,) tels que a = Var, a’, b = Var; b’. Il ne reste 
donc qu'à appliquer l’assertion du lemme 1 du n° 1.1 aux cycles 
a, 0. 

En plus de la forme d'intersection, l'opérateur de variation défi- 
nit aussi l'action de l'opérateur de monodromie classique de la 
singularité. L'opérateur inverse de l'opérateur de variation agit du 
groupe d’'homologie A, _-, (V.) d’une variété de niveau non singulière 
dans son dual H,-_; (V,, dV,). À cet opérateur correspond l’opéra- 
teur (Var;')T: H,1(V.) + Hh1 (V,, 0V,) tel que ((Varÿ')T a o b)= 
— L(b, a) = (Varj'boa) pour a, bE H,_;,(V,). En notation 
matricielle cette condition signifie que la matrice de l'opérateur 
{Var;')T se déduit par transposition à partir de celle de Var;'. 


Théorème 5 ([195]). L'opérateur h, de monodromie classique d'une 
singularité se définit en fonction de son opérateur de variation comme 
Suil : 


hé = (—1)" Var (Var”1)T. 


Démonstration. On a l'égalité (x o y) = (i,r © y) dans 
laquelle x, y € H,.1 (V.) et i, est un homomorphisme Æ,_, (V,) — 
—+ H-1(V,, 9V,) induit par l'inclusion V,-—+ (V,, 0V,). Cette 
égalité et le théorème 4 conduisent à la formule 


ie = — Var; +(—1)" (Var;!)’. 
Pour l'opérateur de monodromie classique on a 
he =id+ Var,i, = id — Var, Varÿ!+(—1)" Var, (Var;!)! = 
=(—1)" Var, (Var;t)?, 
<e qu'il fallait démontrer. 
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Une assertion analogue vaut pour l'action de la monodromie 
classique dans le groupe d'homologie relatif: 


Théorème 6. Ar) — (—1)" (Var”!)T Var. 


2.4. Démonstration du théorème de Picard-Lefschetz. Les nota- 
tions sont celles du n° 1.3. 
Puisque l'opérateur de variation 


Var: : Hh_ (Fi OF;)—+H;. (Fi), 
regardé comme opérateur de variation de la singularité 


(tu cn) = +... + 
est un isomorphisme (théorème 2), on a var;:(V) = +A. Pour 
choisir le signe, appliquons le théorème 3. Dans la définition de la 
fibration ® (pour le point critique 0 de la fonction x? +... + x), 
on peut poser p = 1. La fibration D: S®-IKT + S1 est définie par 
la formule 

2 +... +zà … 

Das cm) DER (lmlè+... + lan fr 1). 

La fibre ®-1 (1) de cette fibration est difféomorphe à la variété de 


niveau F.. Alors au cycle évanescent A dans la variété F, correspond 
dans la fibre D-1 (1) un cycle défini par les équations x? +... 
... + zË = 1, Im zx, = 0. Ce dernier cycle sera aussi noté A. 


On a 
(VarrtA co A)=L(A, A)=L(A, liyxA)=(—1)" (4e Br, 


où À, B sont deux chaînes de dimension n dans la boule D = D°" 
dont les frontières, qui appartiennent à la sphère S*"-!, sont égales 
à A et l'iy»,AÀ respectivement. On voit sans peine qu'il est possible 
de calculer le coefficient d’'enlacement { (A, l,2À) au moyen d'une 
famille de difféomorphismes l,: D-1 (1) — D”! (exp (2nit)) qui ne 
doit pas nécessairement être compatible à la structure du produit 
direct sur la frontière. Ce peut être une famille définie par la formule 


Ty ti «+ + Zn) = (exp (rit) 21, . . ., exp (rit) x). 
Le cycle l,,ÂÀ aura alors pour équations zx? +... + 23 — —1 et 


Re zx; = 0. Comme À et B, on peut choisir dans la boule D°" deux 
chaînes d'équations respectives {Im x; — 0} et {Re r; = 0}. Les 


orientations de À et À sont rendues compatibles alors par l’applica- 
tion de À dans B qui est une multiplication par i. Si le système de 


coordonnées d'orientation positive sur le disque À est la suite u,,... 
., Un (y = uj; + iv), le système de coordonnées d'orientation 
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positive sur le disque B sera Ujs « + -s Un. Les chaînes À, B sont des 
variétés différentiables (disques de dimension #7) qui se coupent 
transversalement en 0. Il s'ensuit que 


ne In(n- 1) 
(AcB)n=(—1) 7. 
D'où 
n(n+1) 
(Var iAocA)=(—1) 2 , 


1.e. 
n(n+1) nn+ 1) 


Var tA=(—1) 2? %, Var V=(—1) ? A, 
ce qu'il fallait démontrer. 


2.5. Matrice des intersections de la singularité. Nous avons déjà 
dit que le groupe de monodromie de la singularité est engendré par 
les opérateurs de Picard-Lefschetz h; qui correspondent aux éléments 
À; d’une base faiblement distinguée dans le groupe d’homologie d'un 
ensemble de niveau non singulier de la singularité f au voisinage 
du point critique. D’après le théorème de Picard-Lefschetz, on a 


r{n+1) 


hi(a)=a+(—1) ?  (acA;)A. 


Ainsi donc, la matrice des intersections deux à deux des éléments 
de la base faiblement distinguée définit le groupe de monodromie 
de la singularité. 


Définition. La matrice S = (A; co À;) s'appelle matrice des in- 
tersections de la singularité f (dans la base {A,;)}). 


Remarque. Ici i est le numéro de la colonne et ÿ le numéro de la 
ligne. Une telle notation de la matrice d’une forme bilinéaire coïncide 
avec sa notation en tant que matrice d’un opérateur (i, dans le cas 
considéré) agissant de l’espace d'homologie F4, -: (V,) dans l’espace 
dual H,.-1 (V,, dV,) relativement à la base {A;} et à sa duale 
((Aio A;) = (ix As © A). 


Définition. On appelle forme bilinéaire associée à la singularité f 
une forme bilinéaire entière définie par l'indice d'intersection sur 
le groupe d’homologie H,.-, (V,) d’un ensemble de niveau non sin- 
gulier de la singularité f. 

La forme bilinéaire associée à la singularité est symétrique pour 
un nombre de variables n impair et alternée pour n pair. La matrice 
des intersections de la singularité est matrice de cette forme par 
rapport à la base {A;}. Les éléments diagonaux de la matrice des 
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intersections sont définis par le lemme 4 du n° 2.3; ils sont égaux à 
0 pour n pair et à +2 pour 7 impair. 


Si f est une déformée de f et {A,} une base distinguée de cycles 
évanescents définie par un système de chemins u,, ..., u,, alors 
le lacet t’ entourant dans le sens positif 
toutes les valeurs critiques engendrées par 
décomposition de la valeur critique nulle 
de f est homotope au produit ti: ...-% 
des lacets simples associés anx chemins 
Uns + « -» Ui (fig. 18), d'où le 


Lemme 4. L'opérateur k, de monodromie 
classique de la singulrité f est égal au pro- 


duit h;1+...-h, des opérateurs de Picard- 
Lefschetz correspondant aux éléments A, 
d'une base distinguée dans le groupe d'homo- Fig. 18 


logie d'une variété de niveau non singulière. 
L'action de l'opérateur de variation de la singularité f peut être 
définie par les formules 


Var, FT Vars. oo °T: — 


[FA 
LL > > Varz, le Varx, lg" oc. ‘lg Vlr, : 
remi His ei, J : T 


(+) 


r{n+1) 
Varr, (a)=(—1) 2 (acA,)A, (ae Hy1(Ve, dV:)). 


Dans le groupe H,-;, (V,, 8V,) dual de H,.: (V,), choisissons 
la base {V,} duale de {A,;}, i.e. une base telle que (V; ° A;) = 643. 
Des formules (+) il ressort que 


n(n+1) : 
Var; (Vi=(—1) ? A+ >» ciAÿ 
j<i 


où les c{ sont des entiers. Nous avons ainsi démontré le 


Lemme 5. La matrice de l'opérateur de variation Var, de la singu- 

larité f écrite dans une base distinguée est une matrice triangulaire 
n(n+1) 
supérieure aux éléments diagonaux (—1) 2? 

Il en est de même pour la matrice de l'opérateur Var;' qui, 
d’après le théorème 3, coïncide avec la matrice de la forme de Seifert 
L de la singularité f (voir la remarque au début de ce n° concernant la 
notation matricielle des formes bilinéaires). 

Soient S la matrice des intersections de la singularité f écrite 
dans une base quelconque, L la matrice de la forme de Seifert (ou 
de l'opérateur Var-!) de cette singularité dans la même base, À la 
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matrice de l'opérateur de monodromie classique h,, et A7) la matrice 
de l’opérateur hf) dans la base duale. D'après les théorèmes 4, 5 et 
6Gona 


S=—L+(—1AM LT, H=(—1ÿ L-ILT, HW = (—1ÿ LTL= 


(l'indice T désigne la transposition). Si {A,} est une base distinguée 
de cycles évanescents, la matrice Z écrite dans cette base est une 
matrice triangulaire supérieure et LT une matrice triangulaire infé- 
rieure. Ainsi donc, la décomposition de la matrice des intersections 
en une somme d’une matrice triangulaire supérieure et d’une matrice 
triangulaire inférieure dans une base distinguée est intrinsèque. 

Nous avons dit plus haut que la matrice des intersections de la 
singularité dans une base distinguée définit (dans la même base) l’opé- 
rateur de monodromie classique de la singularité. La réciproque est 
aussi vraie. Avant de le prouver, nous donnerons une proposition 
générale utile: 


Lemme 6. Soient À, B deux matrices triangulaires supérieures à 
éléments diagonaux 1, et soit C = A.BT. Alors on peut reconstituer les 
matrices À et B à partir de la matrice C. 

Voici un énoncé équivalent : 


Lemme 7. Soient À, B deux matrices triangulaires supérieures à 
éléments diagonaux 1. Si À PT est une matrice unité, alors À et B Le sont 
aussi. 

La démonstration de ce dernier lemme n'offre aucune difficulté. 


Théorème 7 ([201]). La matrice de l'opérateur de monodromie 
classique d'une singularité, écrite dans une base distinguée, définit 
l'opérateur de variation de la singularité et sa matrice des intersections. 

Démonstration. Il suffit d'appliquer le lemme 6 à 
l'égalité 

n(n+1) 


H=(—1ÿ LIT, Le(—1) 2 L, 


dans laquelle L, L-1 sont deux matrices triangulaires supérieures à 
éléments diagonaux 1. 


2.6. Changements de base. Le système de chemins {u,} définis- 
sant une base distinguée ou faiblement distinguée peut être choisi 
de plus d'une façon. En variant le système de chemins initial, on 
obtient des bases différentes de cycles évanescents dans le groupe 
d'’homologie H,-; (V,) d'un ensemble de niveau non singulier de 
la singularité au voisinage du point critique. Nous allons décrire 
quelques opérations élémentaires de changement de base préservant 
son caractère distingué ou faiblement distingué. 
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Soit {u,} un système de chemins choisi pour définir une base 
distinguée {A,} dans le groupe d’'homologie H,.1 (F:,) = Hh-1 (Ve) 
d’une variété de niveau non singulière. Cela revient à dire que les u, 
sont des chemins sans points doubles qui joignent les valeurs cri- 


tiques 7, de la déformée f de f à sa valeur non critique z, et qui ne se 
coupent deux à deux qu'au point z,. Soient 7—; les lacets simples 
associés aux chemins u.. 


Définition de l’opération LE ({<m<u). _Définissons un nou- 
veau système de chemins {us} comme suit: Uy — u, pour im, 
m + 135 Unis = Um Um = Umditm. PAT Um+1Tm On sSous-entend 


Fig. 19 Fig. 20 


le parcours successif de u,,+, et du lacet t,,. I] est évident (voir 
ci-après) que le système de chemins {u;,} définit une suite faiblement 
distinguée de cycles évanescents {A}. On voit sans peine qu'il est 


possible de déformer légèrement le système de chemins {u;} de telle 
façon qu'il vérifie les conditions de la définition d’une base distinguée 


(fig. 19), aussi la base {A} est-elle distinguée. Le lien entre la base 
{À;) et la base {A,} est décrit par les formules suivantes: 


À,= A, pour i=£m, m—+li; À ar = Àm ; 
n(n+1) 
À» = hm (Am+1) = Am+s + (—1) EE :(Am+1 ° Âm) Am 
(transformation de Picard-Lefschetz). L'opération de passage de læ 


base distinguée {A,} à la base distinguée {À,} décrite par ces for- 
mules sera notée æ. 


Définition de l'opération Bn+i (A Lm <<). Soit {ui} un systè- 
me de chemins tel que u! = u, pour im, m + 1; u.. — di 
Un+1 — Umtr, (fig. 20). Ce système de chemins définit une base 
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distinguée {À: } liée à la base {A,} par les formules 


À: A, pour im, m<+i; À = Am: : 
pd { mn+1) 
Dati = /m+1 (Am) = An + (— 1) : (Am+1 ° Am) Am+: 
(transformation inverse de Picard-Lefschetz). L'opération de passage 


de la base distinguée {A,} à la base distinguée {A} décrite par ces 
formules sera notée B,,+1. 


On remarque facilement que l'opération f,,+, est inverse de &, 
en ce sens que par l'application successive de ces deux opérations 


Fig. 21 


en ordre arbitraire on retrouve la base initiale. Considérons le groupe 
libre engendré par les éléments «&,, (m = 1,..., u — 1). À chaque 
élément du groupe (mot composé des lettres &«, et ax) correspond 
une opération de changement de la base distinguée (on identifie 
l’action de «5! sur la base à celle de B,,+1). Il est évident que les 
actions des ”opérations ŒGm@&m’ €t Œm'%m Sont les mêmes quand 
[mm — m"|> 2. En outre, sont identiques les actions des opérations 
EmEm+iQm et Em+1mÜm+r1 Pour m quelconque compris entre 1 et 
u — 2. La « démonstration » de ce résultat est donnée sur la figure 21. 

On voit donc opérer, sur l’ensemble des bases distinguées du 
groupe d’homologie d’un ensemble de niveau non singulier au voisi- 
nage du point critique, le groupe quotient du groupe libre à (u — 1) 
générateurs &œm (m = 1,...,u — 1) par les relateurs &;+i@m@m+1 = 
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= AmAm+i@m POUr 1LMm<U— A1, Gym — Am Am pour 
|m—m'|>2. C'est un groupe de tresses à u brins (voir par 
exemple [53]; voir aussi le n 3.3). 

Considérons les opérations préservant le caractère faiblement 
distingué d’une suite de cycles évanescents. Montrons d'abord qu'une 
telle suite forme une base en homologie d’une variété de niveau non 
singulière. 


— Théorème 8. Toute suite faiblement distinguée de cycles évanescents 
forme une base dans le groupe d'homologie H,_, (V,) d'une variété de 
niveau non singulière. 

Soient {A,} une suite faiblement distinguée de cycles évanescents 
définie par un système de chemins {u,}, et %, des lacets simples 
associés aux w,. Le système de lacets {t,} est celui des générateurs 
libres du groupe fondamental x, (U —{z;}; z) du complémentaire 
de l'ensemble des valeurs critiques. Pour montrer que la suite de 
cycles évanescents {A,} forme une base dans le groupe Æ,-; (V,), 
il suffit de montrer que tout cycle évanescent A (défini à partir 
d’un chemin v joignant une valeur critique z; à la valeur non critique 
Zo) Se laisse exprimer de façon linéaire en fonction des cycles A;, ... 
..., À, à coefficients entiers. On peut admettre que les chemins u, 
et v se confondent au voisinage de la valeur critique z;. Dans ce cas 
le lacet y = u;'v peut être regardé comme un élément du groupe 
fondamental n,(U —{z,;}; z) du complémentaire de l’ensemble des 
valeurs critiques. On a alors À = +h.,.A, (le signe dépend de l'orien- 
tation des cycles évanescents A et A,). Dans le groupe nA(U —{z;}; 
Zo) le lacet y peut être décomposé suivant les générateurs T1, . . ., Tu. 
Par conséquent un cycle évanescent A s'obtient à partir d’un cycle 
À; par application successive de quelques opérateurs de Picard- 
Lefschetz h, et de leurs inverses et représente donc une combinaison 
linéaire des cycles A;, . .., À, à coefficients entiers. 


Définition des opérations œ,(m') et B,(m') de changement 
d’une base faiblement distinguée. Soit {u;} un système de chemins 
qui définit une base faiblement distinguée {A;} dans le groupe 
d’homologie H, 1 (V,) d’une variété de niveau non singulière. Pour 
m=Æm', définissons l'opération de changement de base «,, (m') 
(resp. B,, (m’)) qui revient à passer d’un chemin u,,, au chemin u,,Tn 
(resp. UmnTtm), i.e. à remplacer la base faiblement distinguée {A;} 


par une base {À;) définie par les formules 


À, = À; pour im’, 

_ nn+1) 
Am = Am (Am) = Am +(—1) *  (AweAy) Ar 

n(n+1) 


(Âw — ka (Am) 5 An A ( LE 1) : (An 9 An) Am) 
4—-0626 
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L'action des opérations Am (Mm') et Bm (m') sur le système de lacets 
simples {t;} consiste à remplacer le lacet t,, par son conjugué dans 
le groupe fondamental x, (U —{:,;};: z,) du complémentaire de 
l'ensemble des valeurs critiques (soit par Tr! Tm'Tm POUT Gr (m') 
et Par TmtmTtm pour B,, (m')). Si donc le système initial de lacets 
simples était le système des générateurs libres du groupe x; (U —{:;}; 
Z),ilen est de même pour le système de lacets simples résultant des 
opérations &, (m') ou B, (m'). Il s'ensuit que les opérations 
Œm (m') et B,(m') préservent le caractère faiblement distingué 
d'une base. 

On voit facilement que les opérations «,, (m’) et B,, (m') sont 
inverses entre elles. Elles coïncident quand le nombre # des variables 
est impair. Si l’on considère les bases distinguées comme faiblement 
distinguées et, en particulier, si l’on fait abstraction de l’ordre des 
cycles évanescents, l’action de l’opération «,, est identique à celle 
de « (m + 1), et l’action de B,+., identique à celle de B,,+1 (m). 


Il est montré que deux bases faiblement distinguées quelconques 
se déduisent l’une de l'autre par itération des opérations &,,(m') 
et B, (m') suivie d’une rénumérotation et d’un changement d'’orien- 
tation] de certains éléments de la base. 


2.7. Opérateur de variation et matrice des intersections de la 
«somme directe» de singularités. 


péfinition. On appelle somme directe de singularités f: (C", 0) — 
— (C, 0) et g: (Cm, 0) — (C, 0) de fonctions de nr et de m variables 
respectivement, la singularité de la fonction f @ g: (C7*", 0) + 
— (C, 0) de (nr + m) variables définie par la formule 


F2 y)=f()+8E8(4) 
(zE C7, yeE CT, (x, y)E CT & C7 @ C7). 


Lemme 8. La multiplicité u (f ® g) de la somme directe des sin- 
gularités f, g est égale au produit u (f) u (g) de leurs multiplicités respec- 
tives. 


En effet, si f (x) est une déformée de f admettant pu (f) points: 
critiques non dégénérés p, et £g (y) une déformée de £ admettant 


u (g) points critiques non dégénérés g;, alors f (x) + g (y) est une 
déformée de f ® g admettant pi (f) ë @) points critiques non dégé- 
nérés (ps. qj) (= 1, u(f: j=1,..., u (8). 

M. Sebastiani et R. Thom (312) ont montré a l'opérateur de: 
monodromie classique de la singularité f @ g est égal au produit 
RE des opérateurs de monodromie classique des singularités f 

g. A. Gabrielov ([114]) a obtenu la description de la matrice des 
ne de la singularité f @ g à partir des matrices connues 
des intersections de f et g écrites dans des bases distinguées. Nous 
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exposerons ces résultats sous une forme légèrement différente de [312] 
et de [114]. Introduisons une notion topologique: 

Définition. On appelle join X x }’ de deux espaces topologiques 
X. Y l’espace quotient du produit direct ÆX x 7 x }° (I = [0, 1]) 
par Ja relation d'équivalence: 


(x, 0, y,) = (x, O, y.) pour tous y, y: EY, zxEX; 
(xs, 1, y) = (to, 1, y) pour tous m1, EX, yeEy. 


On peut considérer que les espaces X et Ÿ sont plongés dans leur 
join À  Ÿ comme bases inférieure et supérieure respectivement 
({(x. 0, y)}et {(x, 1. y)}). Le join X + Y lui-même peut être repré- 
senté comme l’espace balayé par les segments disjoints joignant tous 
les points de XÀ à tous les points de }”. Considérons la projection 
(x.t,y)rt de X x Y dans le segment 7 — [0, 1]; l’image réciproque 
du point 0 se confond avec l’espace ZX, celle du point { avec l’espace 
Y, et celle d’un point t € J0, 1[ avec le produit X x Y:. 

Si l’espace }” est constitué par un point unique, le join À # }” est 
un cône au-dessus de l’espace X. Si Y se compose de deux points, le 
join ÆÀ = }” est homéomorphe à une suspension de X (à l’espace 
quotient du cylindre [—1, 1] x X au-dessus de X par la relation 
d'équivalence (—1, x:) = (—1, Te), (1, mn) — (A. z,:) pour tous 
Ti, Te € X). Si X est homéomorphe à à une sphère S* de dimension k 
et Ÿ à une sphère S! de dimension 1, leur join ZX * Y est homéomorphe 
à une sphère S“+!+1 de dimension (4 +I+1). 


Lemme 9. Soient les groupes d'homologie des espaces X, Y ou 
bien sans torsion, ou bien supposés à coefficients dans un corps commu- 
tatif. À lors le groupe d'homologie H, (X # Y') de leur join est isomorphe 


à ©  Hr(X) @ Hn-r1 (PF). 


ORAN 1 | 
Autrement dit, 


H, (Xe Y) = 4, (X) @ H, (T7), 
en supposant fque dim (a @ b)= dima<+dimb+1 pour aë 


CH,(X),bEH,(). Si « est un cycle dans ZX et B un cycle 
dans Y, le cycle” correspondant à &« @ B dans l’espace X « ŸY est le 
join des cycles &, 6. Il est important que les groupes d’homologie 
sont supposés réduits modulo un point. 

En général, le plongement F4, (X) @ Hh.-r-1 (Y) ce Hn (X » Y}) 
n'est défini qu’à la multiplication par (+1) près. On le définit en 
choisissant l'orientation du join de cycles. On peut considérer, par 
exemple, que l’orientation du join des cycles a « b est induite par 
celle du produit direct a x 7 x b. Remarquons cependant que Îles 
résultats qui vont être exposés ne dépendent pas de ce choix. 

Soient f une singularité (C7, 0) —+ (C, 0), V, une variété de 
niveau non singulière de f au voisinage de son point critique 


&e 
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.=j'{en B,), u un chemin reliant la valeur non critiquee 
à la valeur critique 0. 


Lemme 10. Zi existe une famille continue d'applications H,: 
Vi Von = fu (t)) NB, (tE I0, 11) telle que 

1) Ha = id! Ve ve; 

2) H, soit un plongement V,— Vs pour 0O<t<1; 

3) H, applique V, dans le point 0 € C. 

Cette assertion peut être démontrée de la même façon que celle 
du théorème 1 où nous avons montré que l'espace f-1 (0) N B, est 
un rétracte par déformation de l'espace f”! (D.,) N À. 

La famille d'applications }7, est définie de façon unique à isotopie 
près. Elle définit le plongement d'un cône au-dessus de la variéte 
de niveau non singulière V, dans l’espace C" ((x, t) + H, (x) pour 
0O<t<1). 

Soient maintenant f, g deux singularités de nr et m variables 
respectivement, V, (f) = ft (e) N B,,et V, (g) = gl (e) N B,, des 
variétés de niveau non singulières de f et g, u un chemin sans points 
doubles dans le plan des valeurs de f joignant & à O0 (on peut admettre 
sans diminuer la généralité que w (t) — (1 — t) e). Soit v un chemin 
joignant e à O dans le plan des valeurs de g, tel que v (t) = e — 
—u({—t). Soient H,(f), H,(g) deux familles d'applications 
Ve OP) — Vic OP, Ve (8) — Vo (g) du lemme 10. Soit j un plonge- 
ment du join V, (f) = V, (g) des variétés de niveau non singulières 
V, (), V. (g) dans l’ensemble de niveau (f @ g)-1(e) & C"*", tel 


que 
j (x, t, y) — (H: () z, Hi-: (g) y) 
pourzE V,(f},yE VV, (e), t E [0, 1]. Sous des restrictions naturelles 
imposées aux rayons p,, p. et p (par exemple, p, < p/V 2, p: < 
< p/V 2), j est un plongement du join V, (f) + V, (g) dans la variété 
de niveau V, (f ® g) = (f ® g)”! (e) nB, de la singularité f @ g 
au voisinage de son point critique. 
L'application 
j: VeeVe (2 —+V.(S 8) 
et l’isomorphisme 
Hntm-1 (Ve O) + Ve (g)) = Hn-1 (Ve (0) © Hm-1 (Ve (8) 
définissent ensemble l’homéomorphisme 
je! Hn-1 (Ve O)) © Hm-1 (Ve (&)) + Hntm-1 (VeU © 8)). 
On démontre dans [312] le 


Théorème 9. L'homéomorphisme j, est un isomorphisme, le plonge- 
ment j: V, = V,(g) — V, ( 8 g) est une équivalence d'homotopie. 
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Le fait qu’une variété de niveau non singulière V, (f ® g) de la 
singularité f ® g soit homotopiquement équivalente au join V, (f) * 
s V, (g) peut être expliqué de la façon suivante. Considérons sur la 
variété V, ( @ g) la fonction f, ou, plus exactement, la fonction 
fonm,où m:V,( @ g)=- C't" & C' @ CT — C'est la projection 
sur le premier terme. L'image réciproque (fo 1,)7! (2) d'un point 
z EC se compose de points (x, y) € C' ® C” tels que f (x) = z, 
g (y) = e& — z. Donc (abstraction faite des conditions particulières 
imposées aux rayons des boules dans lesquelles les variétés de niveau 
non singulières des fonctions sont étudiées), on a 


om)" (2) = TG) x 87 (e — 2). 


L'application (f oc x): V,. ( ® g) —+ C est non dégénérée en dehors 
des images réciproques des points 0 et €. Considérons dans le plan C 
un segment J — u ([0, 1]) qui est image du chemin u. 11 joint les 
points O et e (u (0) = e, u (1) — 0). L'application f + n, définit 
une fibration localement triviale au-dessus du complémentaire de J. 
Le segment J est un rétracte par déformation du plan C. Il s'ensuit 
que l’espace (f + 371)! (J) est un rétracte par déformation de l’espace 
V,( ® g) et, par conséquent, est homotopiquement équivalent à 
ce dernier. L'espace (f ° x,)"1 (u (t)) est alors difféomorphe, pour 
tE JO, 1[, au produit V,, (f) x V,, (g) des variétés de niveau non 
singulières des singularités f, g. L'espace (f + x,)71 (u (0)) est difféo- 
morphe à f-l(e) x g”! (0). L'espace g”! (0) se réduit par déformation 
à un point, aussi (f o x)! (u (0)) se réduit-il à un espace difféomor- 
phe à une variété de niveau non singulière V, (f). D'une façon par- 
faitement analogue, l’espace (f ° x)" (u (1)) — f-1 (0) x g”! (e) se 
réduit par contraction à un espace difféomorphe à une variété de 
niveau non singulière V, (g). Une telle description des fibres de 
l'application (f ox): (for) ? (J) —+ J au-dessus des points du 
segment J coïncide avec la description des images réciproques des 
points { € I = [0, 1] par la projection V, (f) # V, (g) —+ I (voir la 
définition d’un join). Pour cette raison l’espace (f o x,)7! (J) est 
homotopiquement équivalent au join V, (f) x V, (g). Par un raison- 
nement un peu plus rigoureux, cette explication devient une démons- 
tration en forme. 

Dans le texte qui suit, le groupe d’homologie H,:,-, (V, (f ® g)) 
d’une variété de niveau non singulière de la singularité f @ g sera 
identifié au produit tensoriel des groupes ÆH,_,(V,(f)) et 
H,,-1 (V, (g)). Cette identification définit à son tour l'identification 
du groupe d'homologie relatif H,+M-1 (V. (f ® g), 0V,(f@ £)) 
(qui est le dual de H,:,,-1 (V, (f 8 g))) au produit tensoriel des 
groupes A,_, (V, (), 9V, ()) et Hn_, (Ve (g), 0V, (g)). 


Théorème 10 (P. Deligne, voir [92]). 
Var;:g=(—1)"" Var, @ Var,. 
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Pour la démonstration, il suffit de montrer que pour des classes 
d homologie quelconques a,, a; € H,_1 (Ve, (f)), b1, be € Hn-1 (Ve (£)) 
on a l'égalité 


(IVarfbe (ay @ bij] e [as ® d.1) =(—1)"" (Vars ao a)-(Varg b, ec be). 
Nous allons esquisser la démonstration en grandes lignes (il n'ya 
d'ailleurs aucun problème à la reconstituer dans le détail). 

Soit H,(f) une famille d'applications V, () — Vase () = 
— f"1({ —t)e) NB, décrite dans le lemme 10 (nous posons 
u (t) = (1 —t)e pour fixer les idées). Comme nous l'avons déjà 
dit, la famille F, (f) définit le plongement d'un cône au-dessus de 
la variété de niveau V, (f) dans l’espace C". Soit 4, le cône au-dessus 
du cycle a; défini par F1, (f). À, est une chaîne de dimension nr dont 
la frontière est située dans la variété de niveau non singulière V, (f) 
et se confond avec le cycle a,. Soit F, (f): V, (f) — exp(2xit)e (f) une 
famille d'applications obtenue par relèvement de l’homotopie 
e —+ exp (2rit)e (0 Lt L'1), et soit 4: = F,y: (f) (a.) un cycle de 


dimension (r — 1) dans la variété de niveau V_, (f). Soit À, un 
cône au-dessus de &, analogue à À4,. Du raisonnement développé au 
n° 2.3 il ressort que (Var;'a;o a.) = (—1)"(4:0 À), les chaînes 
A; et À, ne se rencontrant qu'en 0. On définit de la même façon 


les chaînes B, et B,, auquel cas (Varz bob.) = (—1)" (Bo B a): 
Pour pouvoir définir de la même façon ([Var;kz (a @ ble 
e [a © b:l), on doit construire des cônes C; et C au-dessus des 
cycles a; @ b, et a, © b, = T,,, (f ® g) (a: @ b;). On voit sans 
peine qu'il est possible de prendre (4: X Bi) N£(z, y): (x) + 
+ £ (Ve < 1} comme C;,. De même pour C:; i.e. on peut retenir 
(À, x À) NU, w): U (0 + g (y))/(—e) L1} comme C2. (On se 
sert du fait que Te (© 8) (a; @ b.) = Le () (az) @ Ti (e) (2) 
ou 
(LVarfäe (as ® d)] ° [as ® bal) =(—1)"*" (Ci e Ce) = 
= (— 1) ([4,X Bille [A4 X B,1) = (— 1) (4, 0 À,) (Bio B,) = 
=(—1)"" (Var ac as) X (Varg’ b, c b,) 
comme demandé. 
Soient {A/;}(i = 1,..., u (f)) une base distinguée dans le groupe 
d'homologie H,1 (V,{(f)) d’ une variété de niveau non singulière 


de la singularité f, et {Aï} G = 1, .,  (g)) une base distinguée 
dans le groupe H,, 1 (Ve (e)). Du théorème 9 il découle que les élé- 


ments À = j, (A; @ À;) forment une base dans le groupe d’homo- 
logie H,+»-1 (Ve ( ® g)) d’une variété de niveau non singulière 
de la singularité f @ g. La matrice des intersections S de la sin- 
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gularité f ® g par rapport à cette base peut être déduite au moyen 
du théorème 10 de la formule 


=. (— dy zT 


2 L est la matrice de l'opérateur Var;f, (ou de la forme de Seifert). 
n a le 


Théorème 11. Les indices des intersections des cycles À 13 Sont définis 
par les formules suivantes: 
ee pd . nm+ n(n-1) : ; 
(A5, ° Aij,) = Sgn (je — js)" (— 1) ? (Aj,cA;j,) 
DOUT ji, 5 Jos 
Cod Led : : nm+ m(m=1) 
(Ai,jo Ai,;) = sgn (is — à)" (—1) S (Au © Ai) 
pour ll, 
(As, a Ài,,) — 0 pour (és — di) (Je — j1) SR 0, 
(Ain © Ài,5,) = Sgn (és — à) (— 1)" (Ai, © As) (Aÿ, © A.) 
pour (is — 1) Ü+ — 


j1) > 0. 
Ce résultat est da: à de Gabrielov [114]. On trouve également dans 
{114] l'assertion suivante: 


Théorème 12. Les cycles À;, sont évanescents et forment une base 
distinguée dans le groupe d'homologie H,+»-1(V,. (f ® g)) d'une 
variété de niveau non singulière de la singularité f ® g. Les cycles en 
question sont supposés rangés dans l'ordre lexicographique: on entend 


par là que le cycle EVA précède le cycle A; Si il Cia OU 1 = los 
jh < jo. 

Le théorème 10 est une généralisation du résultat de M. Sebastiani 
et R. Thom ([312]) déjà mentionné, qui décrit l’opérateur de mono- 
dromie classique k,(,:,4) de la singularité j @ g. 

Théorème 13. Russe) = Rey (o7e) LPPE 

Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème {0 et 
de la relation 


= (— 1)" Var (Var”1)? 
{voir théorème 5 du n° 2.3). Réciproquement, le théorème 10 découle 
des théorèmes 13, 12, de la relation 


= (— 1)" Var (Var)? 


et du théorème 7 du n° 2.5 selon lequel la matrice de l'opérateur de 
monodromie classique de la singularité écrite dans une base distin- 
guée définit la matrice de l'opérateur de variation de la singularité. 

Des théorèmes 11 et 12 ressort la description suivante du dia- 
gramme de Dynkine (défini au n° suivant) de la singularité f @ g: 
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l’ensemble de ses sommets coïncide avec le produit direct des 
ensembles des sommets des diagrammes de f et de g; 

deux sommets (i1, j1), (+, j+) Sont reliés entre eux 

— par une arête de même multiplicité que les sommets j;, j. du 
deuxième diagramme si i, = is; 

— par une arète de même multiplicité que les sommets à;, üs 
du premier diagramme si j1 = j:; 

— par une arête de multiplicité égale à l'opposé du produit des 
multiplicités des arêtes reliant les sommets i,, i, du premier dia- 
gramme et les sommets j,, j, du deuxième diagramme si (i, — i;) X 
X te sn ji) > 0 , 

Si (ia — i) (a — ja) 0, les sommets (i,, j1) et (i,, j,) ne sont 
pas reliés entre eux. 


2.8. Stabilisation des singularités. Soit f: (C7, 0) — (C, 0) un 
germe de fonction holomorphe qui admet un point critique isolé en 0. 


Définition. Le germe de fonction f (x) + > yi ((C7+*, 0) —+ (C, 0)) 
est appelé la stabilisée de f. Fe 

La multiplicité de la singularité coïncide avec celle de sa stabili- 
sée. En effet, si f est une déformée de f telle que le point critique 
nul de f se décompose en u points non dégénérés, alors î (x) + 

m 


+ Ÿ y$ est une déformée de la stabilisée de f possédant la même 
j=1 


propriété. Les fonctions ni (x) et Î (x) di À y5 ainsi définies ont les 


mêmes ensembles de valeurs critiques. "Le lien existant entre les 
matrices des intersections de la singularité et de sa stabilisée fait 
l'objet du théorème suivant qui est un cas particulier des théorèmes 11 
et 12: 


Théorème 14. Soit {A;} une base distinguée de cycles évanescents en 
homologie d'une variété de niveau non singulière de la singularité Î (x). 
Il existe une base distinguée {À,} de la singularité f (x) + à y telle 


que la matrice des intersections de ses éléments soit définie par Fe relation 


m(m—1) 


OT a M = — HE 
(Aro Àÿ)={sgn(j—i)l"(—1) 7 2 (AA) pour is). 
Ici les bases distinguées {Ai}, {À,} correspondent à des systèmes iden- 
tiques de chemins joignant les valeurs critiques des déformées Î (x) et 

m 


f (x) + > y à la valeur non critique. 


J= 
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Du théorème 14 il ressort que les matrices des intersections des 
stabilisées de la singularité se définissent mutuellement. En outre, 


si rm = 0 mod 4, les indices des intersections (A; + A) et (A; o À;) 
pour i, j quelconques se confondent, et si m = 2 mod 4, ils ne diffé- 
rent que par le signe. Ainsi donc, à toute singularité sont associées 
deux formes bilinéaires symétriques et deux formes bilinéaires alter- 
nées (formes des intersections des stabilisées de la singularité). Il 
est à noter que les formes symétriques (resp. alternées) ne diffèrent 
que par le signe. À toute singularité sont associés aussi deux groupes 


de transformations du réseau d’entiers Z" (groupes de monodromie 
des stabilisées de la singularité). L'opérateur de monodromie classique- 
de la singularité f (x) se confond avec l'opérateur de monodromie 


m 

classique de sa stabilisée f (x) + S y5 pour m pair ou n'en diffère 
j=1 

que par le signe pour m impair. 

Grâce au théorème 14, on peut, en formulant les résultats sur 
la matrice des intersections des singularités, se borner aux dimensions 
qui ont un résidu fixe modulo 4. Dans la plupart des cas il y a intérêt 
à supposer que le nombre de variables est congru à 3 mod 4. 


Définition. On appelle forme quadratique d'une singularité la: 
forme quadratique, définie par l’indice d’intersection en homologie 
d'une variété de niveau non singulière, de sa stabilisée avec un 
nombre de variables N = 3 mod 4. 

Pour cette stabilisée les indices de self-intersection des cycles. 
évanescents (A; o À;) sont égaux à (—2) et les opérateurs de Picard- 
Lefschetz opèrent dans le groupe d’homologie d'une variété de niveau 
non singulière d'après la formule À, (a) — a + (ao À;,) A;. On voit 
donc que k, (A;) — —A,; et que la transformation h, est la réflexion 
dans l’hyperplan orthogonal au vecteur A;. (L’orthogonalité s'entend 
au sens du produit scalaire défini par la forme quadratique de Ja 
singularité.) Ainsi donc, le groupe de monodromie correspondant 
est un groupe engendré par des réflexions. Il est commode de décrire 
de tels groupes (ou les formes quadratiques correspondantes qui 
définissent ces groupes) au moyen d’un graphe. 


Définition. On appelle diagramme de Dynkine (ou D-diagramme) 
d'une singularité un graphe défini comme suit: 

1) les sommets du graphe sont en correspondance biunivoque avec : 
les éléments A; d'une base faiblement distinguée en homologie 
d’une variété de niveau non singulière de la stabilisée de la singu- 
larité avec un nombre de variables N = 3 mod 4: 

2) l’i-ième et le j-ième sommets du graphe sont reliés par une 
arête de multiplicité (A; oc A;) (les arêtes de multiplicité négative 
sont tracées en pointillé). 
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Le diagramme de Dynkine d’une singularité définit son groupe 
-de monodromie (bien qu'une description efficace de ce groupe est 
assez difficile en général). Si l’on connaît le diagramme de Dynkine 
de la singularité (avec le nombre de variables connu) défini dans 
une base distinguée et si ses sommets sont convenablement numeéro- 
tés. on peut reconstituer d’après le D-diagramme la forme bilinéaire 
-de la singularité, son opérateur de variation, son opérateur de mono- 
-dromie classique, etc. 


2.9. Un exemple. Considérons la singularité f (x) — 2**! (singu- 
larité du type À: d’après la classification de la Première partie, 
-ch. IT). Sa variété de niveau V, se compose de (4 + 1) points qui 
sont racines (k — 1)-ièmes de e. La multiplicité de cette singularité 
est égale à k, et son groupe d’homologie A, (V,) (réduit modulo un 
point) est isomorphe à Zk. 

La fonction f (x) = 2**1 — zx (4 0) est une déformée de 
Morse de f. Soit À réel et supérieur à 0. La variété de niveau nul 


f-1 (0) de la fonction f est constituée elle aussi de (4 + 1) points: 


zy = 0, Im = VA REm (m = 1, , k). Ici Ë,, sont racines k-ièmes 
de l'unité numérotées dans le sens horaire : En = eXP (—2rim/k). 


Les points critiques de f sont définis par l'équation f(x) = 
= (k+i{i)zt — 1 = O0. Aussi f admet-elle POS critiques Pm = 
= VA/(F L 1)E, à valeurs critiques 5, — — VAE + 1) En 
4m = 1,...,h). 

Prenons peus valeur non critique z, un grand nombre négatif 
( Lo | À Pa VAE +1) ). Soit u, un chemin qui joint la 
valeur critique zM de f au point 0 suivant le rayon (u,, (t) = 


= ({—t)2,,t € (0, 1]); soit v un chemin allant de O vers z, suivant 
le Lee -axe réel négatif et évitant Ja valeur critique 2; = 


= iv MU+1) dans le sens positif (antihoraire) (fig. 22). 


ae 


On Voit sans peine que le système des chemins {u,,-v} définit 
une base “distinguée de cycles évanescents {A,,} dans le groupe 


où 
0 
: + Ÿ 
0 K\ / k-1 
Ne 4 ms, 
mn Qu mm () 
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d'homologie H,(f"' (z)) (en effet, en déformant légèrement ce 
système, on finit par obtenir un système de chemins qui vérifie la 
définition d’une base distinguée). Pour calculer les indices des 
intersections (A,°A,,) des cycles évanescents dans le groupe 


d'homologie AH, (f-! (ze), il est commode d'homotoper z, le long 
de & jusqu'en 0. Le problème s’en trouve réduit au calcul des indices 


des intersections des cycles évanescents définis dans À, (f-! (0)) par 
le système de chemins {z,} (ces cycles seront notés aussi par AÀ,). 

On montre aisément que le long du chemin u,, le cycle évanescent 
est À, = Zm — To (i.e. les points x,, et x, se confondent quand on 


parcourt dans le plan des valeurs de f le chemin u,, allant de O à la 
valeur critique z,). On a donc (A, 0 ÀA,,) = 2 et (A, o Am) = 1 
pour tous m, m’ tels que m = m'. Pour la stabilisée f (x) + y? + yi 
les formules correspondantes sont (4,, o À,,) — —2, (A, » Am) = 
= —1{ pour tous m, m° tels que m  m'. Le diagramme de Dynkine 
de f présentera donc À sommets reliés deux à deux par un segment 
en trait pointillé (i.e. par une arête de multiplicité (—1)). 

Simplifions ce diagramme à l’aide des opérations de changement 
de la base distinguée. L'opération œy_-,(A%-1 — An — Apr, AR = 
= À;,_1) conduit à un diagramme où tous les sommets, sauf le 
(4 — {)-ième, sont reliés deux à deux par des segments en trait 
pointillé (arêtes de multiplicité (—1)) et le (4 — 1)-ième sommet 
n'est relié qu'au k-ième par un segment de multiplicité (+1). Les 
opérations œp-a(Apo = A1, An = A0). &n-s.. . .. & ne modi- 
fient pas le diagramme mais se réduisent à une rénumérotation des 
sommets. L'application successive des opérations @y-1, Œp-os . .. 
eee Los hype à + on Œge e + «+ Unie ho 1 Conduit au diagramme 
de Dynkine classique de A, (fig. 23). La base des cycles évanescents 
obtenue de la sorte se définit par les formules A$ — (x, — zn-1}, 
à, — (Tr Ri Th-o); 9 k=1 (x: a Ti); A ni (x DE To). 


En allant dans le plan des valeurs de } le long de & de 0 à la valeur 
non critique 2, les points x, (m = 0, 1. .... «) évoluent dans le 
a (2s+ 1) 

(+1) 
{pour £, —+ — oc). Les points x, et x, se rapprochent alors suivant 
l'axe réel, font un quart de tour chacun dans le sens antihoraire 
autour du point critique p, et s'éloignent de nouveau. On montre 


e Le e e 2 | 
aisément que sur les demi-droites arg x = MA et 


(k 1) 
= t-exp (ER) , t>0) la fonction f(x) — d"*l __ x ne 
prend en aucun point une valeur réelle négative, sauf pour k pair et 
s=k"2 En offet, 7(7) = —#"4t— jt exp ( HEO ), où le 
deuxième terme n'est réel que pour À pair et s — k/2. Dans ce cas 


plan complexe C en tendant vers les demi-droites arg x — 


(ie. zx — 
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c'est le point zz,. qui se déplace le long de la demi-droite x = —t 
(t =>-0). Il s'ensuit qu'en se mouvant dans le plan des valeurs de f 


suivant v de O à z,. les points x,, tendent vers les points x, — 


ei —aexp(—) ) (m = 0, 1,..., k). Si l'on se 


déplace en outre, dans le plan des valeurs de Î. en sens négatif (horaire) 


de Z, Vers Z9 — —29, on voit les points Zn se superposer aux points 
© Rip ——  [—2ni(m+1) _ . 
Tm —= Ÿ —20exp (TT) (m = 0, 1, AE à à 


Nous sommes amenés au résultat suivant : 


Théorème 15. Sur la variété de niveau V, = {x: x**1 — 1} de la 
singularité f (x) — x**! une base distinguée est formée par des cycles 
évanescents A1 = C1 — Le, As = Lo — C 
2ni (j —1) 

KE 
G = 1,..., (k + 1)). Les indices des intersections de ces cycles sont 
définis par les formules (A; + À;) = 2, (A;o Aj41) = —1,(A;o A;.) = 
= 0 pour |j—j | > 2. 

Pour la première fois, les calculs de la forme d'’intersection et de 
l'opérateur de monodromie classique ont été effectués par F. Pham 


> 
9» +. An = En — Cr 


où Ëy = exp { sont racines (k + 1)-ièmes de l'unité 


[273] pour une singularité de la forme f(x) = Ÿ zh (a, > 2). 
h=1 
n 
La multiplicité de cette singularité est égale à [] (ax — 1). F. Pham 
Ram i 


a montré que dans le groupe d’homologie H,_;, (V,) d’un ensemble 
de niveau non singulier de la fonction jf on a une base ei... (ETES 


n 
< Any — 2) (en notations de Pham ei...i, = II wir) e) telle que 
ke 1 
n(n— 1) 


(seen .1)=(— 1) À (+(—1"); 
n(n= 1) D Un-in) 


(ei, 1,085, ...5,)=(—1) 2  (—1)* 
si tx K Îr KL ir + À pour À quelconque. Dans tous les autres cas 
(à l'exception de celui qui résulte du précédent moyennant une 
permutation des cycles) on a CR 0€...) = 0. 


Le résultat de Pham peut être déduit du théorème 11 (n° 2.7). 


En l’appliquant à la singularité f (x) NY rÿ#, on obtient la 
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même matrice des intersections que dans [273], à condition de prendre 
pour base distinguée de la singularité f, (xx) = x,* la base décrite 


dans le théorème 15. Pour la singularité 
fa (@x) = ain, posons e == 1. u (t) — (1 — 1), 


H(t}ry ATEN ET En appliquant suc- 
cessivement la construction décrite dans 
le n° 2.7 aux bases dinstinguées des singu- 
larités fr(xzn) définies par le théorème 15, 
on retrouve bien vite la base décrite par 
F. Pham dans [273]. On a donc |’ 


Assertion. La base de Pham est distin- 
guée par rapport à la relation d'ordre lexi- 
cographique de ses éléments. 


Cela signifie que le diagramme de Dynkine de la singularité de 
Pham est celui de la figure 24 (n -= 2, a, = 6, a, = 5). 


$ 3. Diagrammes de bifurcation et groupe 
de monodromie d’une singularité 


Les caractéristiques d’une singularité qui ont été étudiées au $ 2 
(multiplicité, matrice des intersections, groupe de monodromie . . .) 
sont liées à des objets tels que diagrammes de bifurcation des zéros 
et des fonctions de la singularité, sa désingularisation, ses courbes 
polaires. Quelques-uns de ces liens seront exposés dans ce paragraphe. 


3.1. Diagrammes de bifurcation de la singularité. Pour définir 
les diagrammes de bifurcation d'une singularité, rappelons la défi- 
nition de son déploiement versel (Première partie, $ 8). 


Définition. On appelle déploiement d'une singularité f: (C", 0) + 
— (C, 0) un germe de fonction holomorphe F (x, v) (vE C!, F: 
(C?® @ C', 0) + (C, 0)) tel que F (x, 0) = f (x). 


L'espace C! est appelé espace des paramètres ou base du déploiement 


Définition. Le déploiement F (x, v) d’une singularité f est dit 
versel si tout déploiement G (x, n) (n € C" ) de f (G (x, 0) = f (x)) est 
équivalent à un déploiement induit de F, i.e. s’il existe une applica- 
tion analytique 1: (C" , 0) —+ (C!, 0) de l'espace des paramètres et 
une famille analytique g (x, v) (g: (C@ C" , 0) — (C7, 0), g (+, 0) = 
— id: C"—+> C7) de changements locaux de coordonnées telles que 
Gr, v) = F(g(x, v), y (v)). 


La dimension ! de la base C! du déploiement versel F (x, v) est 
non inférieure à la multiplicité u de la singularité f. La singularité 
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j admet un déploiement versel (et un seul, au sens naturel) dont la 
base a la dimension exactement égale à u. Ce déploiement est appelé 
miniversel. 

On peut construire le déploiement miniversel F(x, v) de la singu- 
larité f comme suit. On a dit au n° 2.1 que l'anneau quotient ,© 
des germes de fonctions holomorphes (C", 0) — (C, 0) par l'idéal 
engendré par les dérivées partielles de la fonction f (idéal jacobien), 
considéré comme espace vectoriel complexe, est de dimension égale 
à la multiplicité n de la singularité f. Supposons que les germes de 
fonctions p;: (C7,0)— (C. 0) (i = 0.1,...,p — 1) engendrent une 
base de cet espace. Alors le déploiement FÆ(x, v) = f(x) + 

D 1 
+ D vis (x) est miniversel (v = (vo, Vis - Vu-1)). On peut 

i=0 


prendre comme ç, un germe d'une fonction identiquement égale à 1. 

Soit F (x, v) le déploiement miniversel de la singularité f (v € C4), 
et soit W,—={xE€C': F(z, vx) =0, [rx || <p} l'ensemble de 
niveau nul d’une fonction F (-, v). Puisque F (x, 0) = j (x) et l’en- 
semble {x € C': f (x) = 0} est transversal à une sphère S, de rayon p 
suffisamment petit, il existe un e > 0tel que pour [v||< & 
l'ensemble {x € C': F (x, v) = 0} soit transversal à S,. Il s'ensuit 
que si l'ensemble W, est non singulier, il est difféomorphe à un 
ensemble de niveau non singulier de la fonction f au voisinage de 
son point critique. L'ensemble des valeurs de v pour lesquelles W, 
est singulier est un ensemble de codimension (complexe) un. 


Définition. On appelle diagramme de bifurcation des zéros (ou 
diagramme de bifurcation des ensembles) d'une singularité f l’espace 
Z,—={vEeC": IvIil<e, O0 est la valeur critique de la fonction 
F (:, v) dans la boule [zx [| < p}. 


Exemples. 1. On peut choisir le déploiement miniversel de la 
singularité À, (f (x) = x*) sous la forme F (x; A1, À) = 2° Lx + 
+ à.. L'ensemble de niveau nul d’une fonction F (- ; A1, À.) est loca- 
lement sans singularités si le polynôme 2° + Az + À. n’a pas de 
racines multiples. Aussi le diagramme de bifurcation des zéros Z 
est-il constitué par les valeurs (4, À.) € C*° pour lesquelles le poly- 
nôme z° + À,x + À. est de la forme (x — a)° (x — b), où 2a + b — 
= 0. On a À, = 2ab + a° = —Ga*, À, — —a*b — 2a8, Par consé- 


quent, Z est d’équation + T3 —=0. Ce diagramme (plus exacte- 


ment, sa partie réelle) est montré sur la figure 25. 

2. On peut choisir le déploiement miniversel de la singularité 
A3 ( (x) = zx) sous la forme F (x; À, Ào, Às) = at + Air + ox + 
+ À. Un ensemble local de niveau nul d'une fonction F (: ; À, À, 3) 
est sans singularités si le polynôme 24 + À,x° + À,x + À, n'a pas 
de racines multiples. Aussi le diagramme de bifurcation des zéros Z 
est-il constitué par les valeurs (A1, À, À) € C* pour lesquelles le 
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polynôme xt + Ax° + sr —+ À. est de la forme (x — a)° (x — b) :: 
X (tr — c), où 2a + b + c = 0. Le diagramme de bifurcation ÈS 
représenté sur la figure 26 est appelé queue d'aronde. 

Le type topologique du couple (D,, Z,), où D, ={vEe C*: 
I v [| e} est une boule de rayon e dans la base du déploiement 
miniversel F, ne dépend ni de & pour un & suffisamment petit, ni 
du choix du déploiement miniversel de la singularité f. L'’espace- 
(D, — Z,), qui est un ouvert dans la boule D,, constitue la base- 


d'une fibration localement triviale {(r, v) € C* @ C': [zx || << p. 


Ar 


Fig. 25 Fig. 26 


IvII<e véZS., F (x. v) =0}— D, — ©, de projection (x, v)-- 
+ v. La fibre W,={rzE€C"':F(x, vx) =0, II rx || Lp} de cette- 
fibration est difféomorphe à un ensemble de niveau non singulier: 
de la singularité f. 

Comme pour toute fibration, le groupe fondamental de sa base- 
opère en homologie de la fibre. On a donc une représentation natu- 
relle 


U(D,—Z2,)=m(D.—-2,,v)— Aut H,.,(W,) = Aut 4,1 (V;). 


Théorème 1. L'image de la représentation (D, — Z,) —- 
— Aut ,.1(V,) du groupe fondamental du complémentaire du 
diagramme de bifurcation des zéros de la singularité f en homologie: 
d'une variété de niveau non singulière se confond avec le groupe de: 
monodromie de f. 

Pour la démonstration, on doit choisir le déploiement miniversel 
F (x, v) de la singularité f sous la forme F, (x, v’) — vo, où v’ € C** 
Vo C, v = (vo, v'). Comme déformée jf; (r) de f, on peut prendre: 
F, (x, v'(à)). Soit p une projection naturelle de la base C# du déploie- 
ment miniversel dans l’espace CH-1 par laquelle v = (v,, v') passe: 
en v’. Si fà (x) est une fonction de Morse (4 étant suffisamment petit), 
la droite L— p-!(v’(À)) est en position générique par rapport à la: 
variété Z,. La droite ZL vient couper le diagramme de bifurcation: 
2, en des points (vo, v’(4)) € CA tels que v, soit une valeur critique: 
de f; (x). Le nombre de tels points est égal à la multiplicité pu (f} 
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de f. L'espace L\X È, se confond avec le complémentaire de l’en- 
semble des valeurs critiques de f;,. La restriction de la fibration 
{(x, v): véE,, F(x, x)=0}—D,— 5, à LKZ, se confond 
avec la fibration des variétés de niveau non singulières de f, au-des- 
sus du complémentaire de l’ensemble des ses valeurs critiques. Il 
s'ensuit que la répresentation naturelle x, (LXKZ,) — Aut H,-, (V;), 
qui a pour image le groupe de monodromie de la singularité f, est la 
composition 


mu (L KE) + m3 (De — 2e) + Aut Han (Va), 


où &, est un homomorphisme de groupes fondamentaux induit par le 
plongement LXE,=-D,—Z, et 7 (D, — Z,). le groupe fonda- 
mental du complémentaire du diagramme de ORALE Puisque 
la droite ZL est en position générique par rapport à Z,, l'homomor- 
phisme à, : 1 (LKZ,) — 1m (D, — ©) est un épimorphisme. Il 
en découle que l'image de la représentation n, (D, — E,) + 
— Aut H,_, (V,) se confond avec le groupe de monodromie de la 
singularité f. 


Le fait que l’homomorphisme i,: 71 (LKE,) — ru (D, 
soit un épimorphisme est une variante du théorème de Zariski dos, 
qui consiste en ce qui suit. Soient À une hypersurface affine algé- 
brique non singulière dans C”, et L une droite (complexe) générique 
dans C”. Une telle droite rencontre transversalement M en m points 
Pis + + -+ Pm. Le théorème de Zariski dit en particulier que pour la 
droite générique L l’homomorphisme des groupes fondamentaux à, : 
3 (LK M) + 7 (C — M) induit par le plongement i: LM — 
— C" — M est un épimorphisme. Le groupe fondamental x, (LKXM)= 
= 71 (L —{p;}) de la droite privée de m points est un groupe libre 
engendré par m générateurs. Comme générateurs, on peut prendre 
les lacets simples associés à un système de chemins disjoints sur la 
droite complexe L qui joignent les p, au point de base p, € LM. 
Par conséquent, le groupe fondamental du complémentaire de l’hy- 
persurface A7 est un groupe engendré par les m générateurs décrits. 

Le théorème de Zariski décrit aussi tous les relateurs du groupe. 
Pour le faire, considérons la projection x: C* > C*-! de C” suivant 
la droite Z et sa restriction x |: A —+ C"-! à l'hypersurface MW. 
La généricité de ZL permet de supposer en particulier que l’ensemble 
discriminant de l’application x |; (image de l’ensemble de ses 
points critiques) est une hypersurface réduite dans C*-!. Plus exacte- 
ment, on a ce qui suit. L’adhérence de l’ensemble des valeurs cri- 
tiques de x |», est une hypersurface complexe V dans C'-1 Sige 
€ C1 — N, l'image réciproque x | (q) se compose de m points 
tels que la différentielle de x |, est non dégénérée en chaque point. 
A tout point non singulier de (sauf l’ensemble de codimension un) 
sont associés deux points de l’image réciproque. Au voisinage d'un 
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tel point, l'hypersurface M se laisse définir localement par l’équa. 
tion xs + 71 = 0, où la projection x applique un point (x,, z1, . .. 

.. Zn-1) € C” en un point (z:, ..., za_1) E C'-let NW est locale- 
ment définie dans C"”! par zx, = 0. Soit g, € C"-! — N image de L 
par x, et soit L, une droite générique dans C"-! passant par qg,. On 
peut supposer que Z, ne rencontre qu'en des points non singuliers 
auxquels se confondent deux points de l’image réciproque x |54 (q) 
et que L, est transversale à W. Dans ce cas x"! (L;) est une courbe 
non singulière dans l’espace complexe de dimension deux x”! (Z,;)f 
NM, et x lx-zonaw: 27! (Li) N M — L;, un revêtement ramifié 
à m feuillets au-dessus de la droite L;. Soient q;, . . ., qx les points 
d'intersection de ZL, avec l’ensemble discriminant V, et + un lacet 
quelconque dans l’espace L, —{q:, . .., qx} ayant son origine et 
son extrémité en qg,. Âu parcours de t correspond un homomorphisme 
T, du couple d'espaces (x! (q), x"? (qo) N M) = (L, L NA M) sur 
lui-même, défini bien sûr à l'’isotopie près. Cet homomorphisme 
induit une transformation 7,4: 71 (LM) — 31 (LM) du groupe 
fondamental de la droite LM privée de m points, en lui-même. 
I] est évident que si a Ex (L KM), alors i,a = i,T.#@, où 
ie: TU (LM) (C7 — M). D'après le théorème de Zariski, l’homo- 
morphisme 7, (x! (L,) XM) — a (C7 — M) induit par le plonge- 
ment est un isomorphisme, et les relations de la forme décrite engen- 
drent tous les relateurs du groupe fondamental x, (C* — M). Comme 
générateurs du système de relations, on peut prendre évidemment les 
relateurs i,a —i,T,.4a pour le système {t;} de lacets simples asso- 
ciés aux chemins disjoints qui joignent les points q:,..., qx au point 
Gr. D'où il ressort que x, (C* — 1) est un groupe à m générateurs 
et à mk relateurs. | 

La variante locale de ce théorème (que nous avons utilisée en 
partie dans le texte ci-dessus) s2 démontre d'une façon analozue. 
On trouve sa démonstration dans [152]. 

Si y est un lacet dans le complémentaire D, — Z, du diagramme 
de bifurcation des zéros de la singularité f, désignons par L.,, par 
analogie au n° 2.1, l'automorphisme correspondant du groupe 
d’homologie d’une variété de niveau non singulière de f (L,, appar- 
lient au groupe de monodromie de f). 

Pour toute singularité, il existe un deuxième diagramme de bi- 
furcation, dit diagramme de bifurcation des fonctions. Pour le défi- 
nir, considérons le déploiement miniversel F, (x, v) de la singularité 
f dans la classe des fonctions qui s’annulent en 0. Un tel déploiement 
possède (1 — 1) paramètres. Nous l’appellerons déploiement miniver- 
sel borné. Comme déploiement miniversel borné, on peut prendre 

1 


li — 

par exemple le déploiement F, (x, v) = f(x) + Ÿ) vip; (x). où 
ii 

VO = (Ve, es Vyni)s Pos Pis + « + Pu-1 Sont des germes qui engendrent 
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une base de l’anneau quotient de l’anneau des germes en 0 de fonc- 
tions holomorphes, par l'idéal jacobien (ôf/0zx:1, . . ., df/8x,) de la 
singularité f, Po = 1, Ps (0) = 0 pour i > 1 (le déploiement Fo (x, v) 
se distingue du déploiement miniversel F (x, v) par l'absence du 
terme v.-4, qui n'’affecte pas le type de la fonction). 

Soit D, une petite boule de centre O dans la base CH-1 du dé- 
ploiement miniversel borné. Considérons dans D, l’ensemble des 
valeurs des paramètres v pour lesquelles F', (:- » v) )'est une fonction 
de Morse au voisinage B, de 0 dans C”, i.e. n’a que des points cri- 
tiques non dégénérés (au nombre de u) ayant des valeurs critiques 


différentes. Son complémentaire Ÿ, s'appelle diagramme de bifur- 
cation des fonctions de la singularité f. Le type topologique du couple 


(D, > e) est naturellement indépendant de € pour un e suffisamment 


petit (e € p). L'ensemble ©, est une hypersurface dans C*”', qui 
est évidemment réductible, car elle est réunion de deux hypersurfaces. 
La première, l’ensemble des valeurs de v pour lesquelles F, (:. v 
a des points critiques dégénérés, s'appelle caustique complere, et 
la seconde, l’ensemble des valeurs de v pour lesquelles la fonction 
présente des points critiques où les valeurs critiques coïncident,. 
porte le nom de strate de Maxwell. 

Exemples. 1. Le diagramme de bifurcation des fonctions de la 
singularité À, se réduit évidemment à un point unique À = 0 dans 
la base C1! du déploiement miniversel borné. 

2. Le diagramme de bifurcation des fonctions de la singularité À, 
est constitué par les valeurs de (A1, À.) € C* pour lesquelles le poly- 

nôme zf + À;r° + Ar ou bien a un point 

À2 critique dégénéré, ou bien a deux points criti- 

x ques non dégénérés dont les valeurs critiques 

coïncident. Le second ensemble se confond 
avec {À — 0} & C*. Le premier peut être défini 
par la condition que le polynôme 47° + 2A;r -- à, 
Fig. 27 (dérivée du polynôme zf + ÀAix° + Ar) possède 
une racine multiple. Ce cas se présente pour 


À + TA = 0. Le diagramme de bifurcation des fonctions de la 


singularité A, est représenté sur la figure 27. 

]1 existe une application canonique (projection) p de la base C* 
du déploiement miniversel sur la base C“”! du déploiement miniver- 
sel borné. On montre que le germe d'espace Z, se confond avec 
l'ensemble des valeurs non régulières de l’application Z,— C1, 
cette dernière étant la composée du plongement Z£,-—C' et de la 
projection p. L'application en question définit un revêtement à u 
feuillets au-dessus du complémentaire du diagramme de bifurcation 


des fonctions Z, de la singularité f. 
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3.2. Connexité du diagramme de Dynkine et « irréductibilité » 
de l’opérateur de monodromie classique. Nous avons dit au n° 3.1 
que le diagramme de bifurcation des fonctions d’une singularité est 
toujours réductible (à l'exception des cas triviaux des singularités 
de multiplicité un et deux). Au contraire, le diagramme de bifur- 
cation des zéros de la singularité est irréductible. 


Théorème 2 (voir par exemple [115]). Le diagramme de bifurcation 
des zéros Z, de la singularité f est un ensemble analytique irréductible. 
lieux, il existe un germe d'application propre (C”!, 0) —> (C“, 0) 
dont l’image se confond avec l’espace Z, et qui est un isomorphisme 
en dehors de l'ensemble des points singuliers de Z.. 


Cette application de l’espace C“”{ dans la base C* du déploiement 
miniversel de f peut être construite de ja façon suivante. Considé- 
rons l’ensemble des germes de fonctions g: (C", 0) — (C, 0) vérifiant 
les conditions g (0) = 0, dg (0) = 0. Sur cet ensemble opère le groupe 
de germes de difféomorphismes analytiques de C”" conservant le 
point 0. L'orbite de f sous l’action de ce groupe est une variété com- 
plexe non singulière de codimension u — 1 (pour garantir un raison- 
nement rigoureux, on se placera dans un espace de jets d’ordre suf- 
fisamment élevé). La transversale à l'orbite en f est de dimension 
(1 — 1) et définit une déformation à (u — 1) paramètres de f. Comme 
toute déformation de j, elle est équivalente au déploiement induit 


du déploiement miniversel par une application de sa base C*”! dans 
la base C” du déploiement miniversel. Puisque 0 est valeur critique 


pour toutes les fonctions du déploiement considéré, l’espace C“”! 
se réduit tout entier, par cette application, au diagramme de bifur- 
cation des zéros Z,. C’est précisément l'application du théorème. 

A l’aide de cette construction on montre facilement que la caus- 
tique (i.e. la branche du diagramme de bifurcation de fonctions de la 
singularité, constituée des points de base du déploiement miniversel 
borné pour lesquels la fonction correspondante a les points critiques 
dégénérés) est irréductible. La caustique est l’image (par projection 
canonique) du sous-ensemble du diagramme de bifurcation des zéros 
Z, composé des points de base du déploiement miniversel pour 
lesquels la fonction correspondante possède un point critique dégé- 
néré sur la variété de niveau nul. Dans la transversale à l’orbite de 
la singularité qui, comme il a été expliqué, est le normalisateur du 
diagramme de bifurcation Z,, à ce sous-ensemble correspond la par- 
tie du diagramme délimitée par la condition de dégénérescence de 
la différentielle seconde. La condition de dégénérescence de la forme 
quadratique (de la différentielle seconde), condition de nullité du 
déterminant, définit dans l'espace des formes quadratiques le sous- 
espace irréductible, d'où irréductibilité de la caustique. 

À. Gabrielov ([115]) et F. Lazzeri ((201]) ont déduit de l’assertion 
du théorème 2 le résultat suivant : 


s® 
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Théorème 3. Le diagramme de Dynkine de toute singularité est 
connexe dans une base distinguée. 

Cette assertion découle du théorème 4 ci-après. On a un résultat 
analogue pour une base faiblement distinguée. 


Corollaire. Soit f, (x) (t E [0, t,]) une déformation de la singu- 
larité f. Supposons que, pour des t =Æ 0 petits, La fonction f, (x) admette, 
au voisinage de l'origine de C", k points critiques distincts p; (t), ... 
+.» Pr (t). Supposons en outre que toutes les valeurs critiques f, (p1 (t) 
(i = 1,...,k) de f, sont identiques. Alors k = 1, i.e. la fonction f; 
admet exactement un point critique (de multiplicité p (f)). 

En effet, il est facile de voir que pour k >> 1 les cycles évanescents 
correspondant aux différents points critiques de la déformée f, (x) 
de la singularité f ont l'indice d'’intersection nul. Par conséquent, 
le diagramme de Dynkine de f se décompose en À composantes non 
connexes, ce qui contredit le théorème 3. 


Nous allons démontrer un résultat un peu plus fort que le théo- 
rème 3. 


Théorème 4. Le groupe de monodromie d’une singularité opère 
transitivement sur l’ensemble des cycles évanescents en homologie d'un 
ensemble de niveau non singulier au voisinage du point critique. Autre- 
ment dit, ilexiste pour deux cycles évanescents quelconques À;, À, un 
élément du groupe de monodromie de la singularité qui envoie À, sur 
+A.. 

Démonstration. Comme pour la démonstration du 
théorème 1, choisissons le déploiement miniversel de la singularité j 


sous la forme F (x, v) = F, (@; v') — vo, où v' € C7 » ve € C, v — 


— (vs, V’); comme déformée Î de f. prenons la fonction f _ Fo (x, v') 
avec une valeur fixée des paramètres v’. Les paramètres v’.seront 
choisis de telle façon que F, (x, v') soit une fonction de Morse. Ce sera 
le cas pour presque toute valeur de v” (à l'exception de celles qui 
appartiennent au diagramme de bifurcation des fonctions de la 
singularité). Si L est une droite (complexe) p-! (v’) (où p: C* —> C7! 
est une projection de la base du déploiement miniversel), l’inter- 
section L fN Z, est constituée par les points (z,, v’) (i = 1,...,4), 


où :; sont les valeurs critiques de la fonction Î. 
Un cycle évanescent A, (k — 1, 2) est défini en homologie d’un 


ensemble de niveau non singulier {f — z,} par un chemin u, qui 
joint la valeur critique Zi, à la valeur non critique z, sans passer 


par les valeurs critiques de f. Pour simplifier, admettons que u; (t)= 
= 2;, + t quand t est très petit. On peut regarder les chemins u;, u, 


comme deux chemins sur la droite complexe L C'. Puisque le 
diagramme de bifurcation Z, est irréductible, les points non sin- 
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guliers de l’espace Z, forment un ensemble connexe. Les points 
(non singuliers) de Z, en lesquels la projection p: Z,—+ C*-! est 
dégénérée forment un sous-ensemble de codimension (complexe) un. 
On peut donc les éliminer de l’ensemble des points non singuliers 
de l'espace Z, sans que cet ensemble cesse d’être connexe. Il s'ensuit 
qu'on peut joindre deux points (Zi v'), (z: is v”) par un chemin 
v (v(0) = (z;,, v’), v (1) = (z;,, v’)) qui est entièrement. contenu dans 
l'ensemble des points non singuliers de Z, en lesquels Z£, a une 


projection non dégénérée sur CF 1, Soit dans le complémentaire du 


diagramme de bifurcation des zéros Z, dans C un lacet w d'origine 
et d'extrémité en (2, v'). Il prend le chemin Ux Pour aller du point 
(2, v') vers un point (2, + dos V7) = (wi (to), v') avecunt, suffisam- 
went petit, puis continue par un chemin v + (t,, 0) parallèle à vw 
pour arriver en (2;, + to; V') = (u> (to), v') et enfin revient au point 
(0, v’) suivant le chemin u,. On voit sans peine que l'opérateur 
de monodromie hk., correspondant au lacet w envoie le cycle évanes- 
cent À, sur le cycle évanescent A, (peut-être avec le renversement 
de l'orientation), ce qu'il fallait démontrer. 


Le théorème 3 est une conséquence directe du théorème 4. Suppo- 
sons en effet que le diagramme de Dynkine de la singularité f dans 
une base (faiblement distinguée) {A;,} soit non connexe. Du théorème 
de Picard-Lefschetz il ressort que les opérateurs de Picard-Lefschetz 
(et leurs com posés) transforment un cycle évanescent de base en 
un cycle qui est une combinaison linéaire de cycles évanescents de 
base de la même composante connexe du diagramme. Il n’existe 
alors aucun opérateur du groupe de monodromie de f tel qu'un cycle 
évanescent de base soit transformé en un cycle évanescent de base 
d'une autre composante connexe du diagramme, ce qui contredit 
le théorème 4. Il découle de ce raisonnement que le diagramme de 
Dynkine de la singularité reste connexe aussi quand on examine les 
multiplicités de ses arêtes modulo m © 1. 

On peut déduire du théorème 3 quelques propriétés de l’opéra- 
teur de monodromie classique de la singularité. A cet effet, for- 
mulons une assertion sur les matrices triangulaires : 


Lemme 1. Soient A, B deux matrices triangulaires supérieures 


u x u avec des unités suivant la diagonale. Soit A-BT une matrice 
telle qu'on a un 0 à l'intersection de chacune de ses k premières colonnes 
avec chacune de ses (u — k) dernières lignes. Alors la matrice BT possède 
la même propriété, i.e. la matrice B est somme directe de matrices trian- 
gulaires supérieures k X k et (u — k) x (u — k). 

La démonstration ne pose aucun problème. 


Théorème 5. Soient A,, ..., À, une base distinguée du groupe 
d'homologie H,.1 (V,) d'un ensemble de niveau non singulier de la 
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singularité, I une partie de l’ensemble d'indices {1, . .., u} telle que 
l' enveloppe linéaire des éléments de base À, tels que i € TI soit invariante 
par l’action de l'opérateur de monodromie classique h,. On a alors soit 
I = G, soit I={1, ..., up}. 

Nous allons démontrer une proposition apparemment un peu 
plus forte, mais en réalité exactement équivalente au théorème 5. 

Soit {A1,..., A;} une suite de cycles évanescents en homologie 
d'une variété de niveau non singulière de la singularité f, définis par 
un système de chemins {u;,} (i = 1,..., k) qui joignent une partie 


de valeurs critiques de la déformée f de f à sa valeur non critique z 


sans passer (pour { =£ 0) par les valeurs critiques de f. Supposons que 
les chemins uw, soient sans points doubles et ne se rencontrent pas en 
des points autres que leurs extrémités confondues avec 2. 


Théorème 6. Si l'enveloppe linéaire des cycles évanescents À;,... 

., Ar dans le groupe d'homologie H,_; (F.,) est invariante par 
l'action de l’opérateur de monodromie classique de la singularité, on a 
soit k — 0, soit k = u (f) 

Démonstration. Supposons que les cycles A;, ..., A, 
(et les chemins uw, . . ., u,) soient numérotés dans l'ordre prescrit 
par la condition 3° de la définition d'une base distinguée (voir n° 1.2). 
On voit sans peine qu'il est possible de compléter le système de che- 
mins {u;;i= 1, , k} en un système de chemins {u,; i = 1, 

ss rés M? qui définisse une base distinguée A:,..., Az, 

, À, dans le groupe d'homologie Æ,-_, (F,,). La condition ‘d'in: 
variance de l'enveloppe linéaire des éléments A,,..., A4 par l’action 
de », veut dire que dans la matrice À de l'opérateur de monodromie 
classique hk, écrite dans la base A,,.. : An, - -., À, on a des zéros 
à toutes les intersections des À premières colonnes ‘et des (u — k) 
dernières lignes. Appliquant le lemme 1 à l'égalité Æ — 


= (—1)" L'iLT, où L est la matrice de la forme de Seifert de la 
singularité, nous voyons que la matrice Z est somme directe de 
matrices À x k et (u — k) x (u — k). Il en est donc de même pour 
la matrice des intersections de la singularité f dans la base distinguée 
A, ..., A, égale à —ZL + (—1)" LT. Pour &k Æ 0, u, cela signifie 
que le diagramme de Dynkine de la singularité f se décompose en deux 
diagrammes disjoints (avec respectivement X et (u — k) sommets), 
ce qui est contradictoire avec le théorème 3. 


Corollaire. Si l'opérateur de monodromie classique d'une singu- 
larité est la multiplication par 1 (ou par —1), la singularité est non 
dégénérée (i.e. sa multiplicité u est égale à l'unité). 


Cette assertion a été démontrée par N. A’Campo dans [2] (comme 
hypothèse de Sebastiani), à partir du résultat suivant: 
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Théorème 7. La trace tr hk, de l'opérateur de monodromie classique 
de la singularité f: (C", O0) — (C, 0) d'une fonction de n variables est 
égale à (—1)""1, 


3.3. Diagrammes de bifurcation des singularités simples. On sait 
(voir n° 3.6) que, pour les singularités simples À;, Dz, Es, Er, Es 
d'un nombre impair de variables, le groupe de monodromie se con- 
fond avec le groupe de Weyli classique correspondant de même nom 
(voir {(50]). Ce groupe est l’image du groupe fondamental du complé- 
mentaire du diagramme de bifurcation des zéros Z, de la singularité. 
Pour les singularités simples, l’espace ©, peut être obtenu comme 
suit. 

Soit R* un espace vectoriel sur lequel opère canoniquement un 
groupe de Weyl W (4,. Dy ou E, respectivement). Soit C" - 
— R' Qx C le complexifié de R#. L'action de W sur R* se prolonge 
naturellement en l’action de W sur son complexifié C*. Soit S la 
réunion des orbites non régulières de l’action du groupe W, i.e. l’en- 
semble des points sur lesquels l’action de W est non libre (admet un 
stabilisateur non trivial). Cet ensemble se confond avec la réunion 
des miroirs (complexes) dont les réflexions appartiennent toutes à W. 
Considérons l’espace quotient C'/W. On sait ([50]) qu'il est iso- 
morphe — comme espace analytique — à un espace vectoriel com- 
plexe de dimension 4. 


Théorème 8 ([10]). Pour les singularités simples A,, D, En le 
couple (C*/W, S/W) est isomorphe (dans un voisinage de 0) au couple 
(D,, Z,), où Z, est le diagramme de bifurcation des séros de la sin- 
gularité. 

Exemple. Soit f (x) = z*+1 (singularité 4;). Le groupe de Weyl W 
est alors le groupe des permutations du (4 + 1)-ième élément. Son 


action sur l’espace C* se définit comme suit. L'espace C* se plonge 
k+1 


dans l'espace C**! sous forme d’un hyperplan ©) x; = 0, et l'action 
= 


{= 
de W sur cet espace est obtenue en faisant la restriction de son action 
sur C**! sous forme d’un groupe de permutations de coordonnées. 
L’isomorphisme entre l'espace quotient C**1/W et l’espace C**! est 
une application qui envoie la classe d’un point (x, ..., zy+1) sur 
un point (01,..., On+1), Où O; — Oy (ti, . . ., Zn +1) St l’i-ième fonc- 
tion symétrique élémentaire des variables 2:,..., Zn41 (O1 —=21 +... 
see À This oo + Chi = Li. . -*Th#1). Le fait que cette appli- 
cation soit un isomorphisme de variétés complexes résulte du théorème 
fondamental des fonctions symétriques (toute fonction symétrique 
analytique de z:, ..., æ:+1 se laisse représenter d’une façon unique 
sous forme d'une fonction analytique de polynômes symétriques 
O1» + « «+» Oh+1). Cet isomorphisme envoie C*/W de façon isomorphe 
sur l'hyperplan de coordonnée 6, — 0. Les miroirs (orbites non 
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régulières) sont définis par la condition x; = x;. Le déploiement 
miniversel de la singularité f (x) est de la forme 


F(& to. tag) = mt time, 
avec 
ti =(— 1)*+1 —On+ii Ti ssss Zh+1): 


OÙ (Z1, . . ., Ti +1) Sont racines de l'équation F (x,t4,...,tn-1) = 0, 
ln = +... + Zr+1 = 0. Le diagramme de bifurcation des zéros 
se compose des valeurs des paramètres £ — ({,, l1, . . ., Îh-1) pour 
lesquelles la fonction F (-,t) a un point critique de valeur cri- 
tique nulle, i.e. admet une racine multiple zx; = x,. On sait mainte- 
nan { comment déterminer l’isomorphisme décrit dans le théorème 8. 


Pour les autres singularités simples, le théorème se démontre 
d’une façon analogue. 

Rappelons qu’on appelle espace de type X (x, 1) un espace dont 
le groupe fondamental x, se confond avec le groupe x et dont tous 
les groupes d'homotopie suivants 12, 73,. . . sont triviaux. Un espace 
de type K (x, 1) est base d'une fibration principale de groupe x 
et d'espace fibré homotopiquement trivial. 

On montre dans [53] que l'espace C*/W — S/W des orbites régu- 
lières d'action de W est un espace de type Æ (x, 1), où x est le groupe 
des tresses de Briescorn généralisé du groupe de Weyl W. Si W est 
un groupe de Wevyli de pe Ar, alors x est le groupe des tresses 
d'Artin ordinaire de (X <- 4) brins. 


Petite digression. Groupes des tresses. 

Afin de rendre notre exposé plus indépendant, citons quelques 
définitions et résultats de la théorie des tresses. Pour plus de détails, 
voir [53]. 

Pour se faire une idée géométrique bien nette d’une tresse, il suf- 
fit de regarder la figure 28. Une tresse se compose de x brins disjoints 
dans R* qui relient nr points fixes sur la base inférieure (constituée 
par un segment) à » points fixes analogues sur la base supérieure et 
qui vont de façon monotone de bas en haut, de la base inférieure à 
la base supéricure. On dit que deux tresses sont équivalentes si l’on 
peut passer par déformation de l’une à l'autre sans que les brins 
cessent d'être monotones et disjoints. On peut multiplier deux 
tresses : il suffit de les abouter (fig. 29). Les tresses à n brins (plus 
exactement leurs classes d'équivalence) forment le groupe B (n) 
pour Ja multiplication. L'élément neutre de B (n) est la tresse « dé- 
mêlée » constituée de brins verticaux qui joignent les points des bases 
supérieure et inférieure. L’inverse d'une tresse donnée est obtenue 
par réflexion dans le plan horizontal. 

On voit sans peine que le groupe 2 (n) des tresses à n brins est 
engendré par (n — 1) générateurs g,, . . ., £n-1, Où g; est la tresse 
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dans laquelle sont entrelacés l'i-ième et l'(i + 1)-ième brins 
(fig. 30). Ces générateurs sont liés par les relateurs g;g; = £g;g, pour 
li—jI> 1, gigipigi = Bitigigin GG = 1, ..., (n —2)). On 
montre que les générateurs et les relateurs cités définissent le groupe 
B (n). A toute tresse est associée de façon évidente une permutation 
de r éléments. Ï] existe donc un épimorphisme naturel du groupe 
des tresses B (n) sur le groupe S (7) des permutations de n éléments. 


1 1+1 
Fig. 28 Fig. 29 Fig. 30 


Le noyau B (n) de cet homomorphisme est appelé groupe des tresses 
colorées à n brins. Une tresse colorée est une tresse dont chaque brin 
revient à son point d'origine. 

Voici une définition plus formelle a groupe des tresses, qui 
permet de comprendre la signification de cette notion pour les pro- 
blèmes d'analyse. La partie de l’espace R$ comprise entre les plans 
horizontaux qui contiennent les bases inférieure et supérieure peut 
être identifiée au produit Z x C du segment 7 = [0, 1] par le plan 
des complexes C. Par une telle identification, la tresse fait corres- 
pondre continüment à chaque nombre t € [0, 1] une collection non 
ordonnée de nr nombres complexes différents. Notons que les t = 0 
et { — 1 se font correspondre une même collection fixée de nombres. 
Ainsi donc, le groupe des tresses B (n) est identifié au groupe fon- 
damental de l’espace de toutes les collections non ordonnées de » 
nombres complexes différents. De même, le groupe des tresses colorées 


B (n) est identifié au groupe fondamental de l’espace de toutes les 
collections ordonnées de 7 nombres complexes différents. 

Soient C? = {(x,,...,z2h): z1 € C} l'espace des collections ordon- 
nées de r nombres complexes, S la réunion de tous les hyperplans. 
définis par les équations x; = x,, et (C" — S) l’espace des collections 


ordonnées de 7 nombres complexes différents. On a b (n) -: 
= fl (C —S). 

Le groupe S (n) des permutations de x éléments opère sur l'espace 
C" par permutations de coordonnées. L'espace C”/S (n) est un espace 
de collections non ordonnées de #7 nombres complexes. Il est iso- 
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morphe à un espace vectoriel complexe de dimension nr. Par cet iso- 

morphisme une collection non ordonnée de nombres complexes 
ñn 

{z1,..., Zn) E C/S (n) s'associe à un polynôme p (x) — [] (x — z;) 
ii 


à racines Zi, .- - <, Zn (ou à ses coefficients, qui sont (au signe près) 
des fonctions symétriques élémentaires 01, ..., 6, des variables 
Divisss Mi = L'h:os Lise: On — Li. 2). À l'espace 

= S/S (n) correspond un ensemble de polynômes à racines multi- 
ples. Ainsi donc, (C" — S)/S (n) = C"/S (n) — Z est un espace 
de collections non ordonnées de 7 nombres complexes différents; 
le wroupe des tresses B (n) se confond avec son groupe fondamental 
a (CUS (n) — Z). 

On a un résultat plus fort selon lequel l’espace (C"/S (n) — À) 
est un espace de type À (x, 1) pour le groupe À (n) des tresses à n 
brins. Cela signifie que nr, (C"/S (n) — Z) = B (n), sx (C7/S (n) — 
— 2) = 0 pour 4 > 1. Puisque l'espace C" — S est un revêtement 
à nl! feuillets de (C”?/S (n) — 2), l’assertion relative à l’espace 
C"/S (n) — Z est équivalente à l’assertion que C" — S est un espace 
de type Æ (x, 1) (pour le groupe B (n) des tresses colorées à n 
brins). 

Pour démontrer cette dernière assertion, considérons une appli- 
cation de C* — S = {(x1, -.., x) E C': z, x} dans {(x,, ... 

 Tn1) E C1: x; Æ zj} par laquelle un point (x1,..., Zn-1, Zn) 
passe en un point (2:,..., 7-1). On voit sans peine que cette appli- 
cation est une fibration de fibre C —{x,,...,z,_1}. Puisque la fibre 
de cette fibration a tous ses groupes d'homotopie triviaux à partir 
du deuxième, l'assertion requise se démontre par récurrence sur la 
dimension 7. 

Le groupe $ (n) des permutations de nr éléments est un des groupes 
finis engendrés par les réflexions. L'action de S (n) par permutations 
de coordonnées sur C” est réductible. Elle se décompose en somme 
directe de deux actions: une action sur le sous-espace C"-1 défini 
par —+...—+z, —=0 et une action triviale sur l’espace x, — 
se Le ‘de dimension un. Sur le sous-espace C"-1 cette action 
coïncide avec l’action d’un groupe de Weyl de type 4, -; isomorphe 
au groupe S (nr) des permutations de #7 éléments. La réunion des 
miroirs de toutes les réflexions dans le groupe S$ (n) sur l'espace 
C"-1 (dont chacun est un hyperplan d'équation zx; = x;) et son 
espace quotient par l’action de ce groupe seront notés par S et À 
comme précédemment (aucune confusion n'est à craindre). Alors 
C"— S = (C1 — S) x C!, C/S (n) — ZE — (CUS (n) — ZE) x C1, 


aussi À (nr) = 71 (CT —S) = m1 (CM 1—S), B (n) = 711 (C'/S (n) — 
— ÈS) = 7, (C'-YS (n) — Z). La description du groupe des 


tresses colorées À (2) et du groupe des tresses B (nr) comme 
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groupes fondamentaux des espaces C7-1 — S et C'-1/S (n) — ZX 
respectivement suggère une généralisation de cette définition. 
Soit W un groupe fini irréductible engendré par des réflexions 
et opérant dans un espace vectoriel réel R” de dimension n. Le groupe 
W opère également sur son complexifié C'. On montre que l’espace 
quotient C"/W est isomorphe à un espace vectoriel complexe de 
dimension n (voir [50]). Soit {V;,} l’ensemble de tous les hyperplans 
dans R° tels que toute réflexion dans V, appartienne à W; soient 
V,c & C” leurs complexifiés. En dehors de l'espace S = {J V;c le 


groupe W opère librement. Soit Z = S/W. Le groupe fondamental 
By = 71 (C"/W — ©) de l'espace C'/W — © est appelé groupe 
(généralisé) des tresses de Briescorn de W; le groupe fondamental 


Be —= 71 (C* — S) est appelé groupe (généralisé) des tresses colorées 
de Briescorn de W. On a la suite exacte 1 — Biy — Byy —> W — 1. 


Lemme 2. Les espaces C'/W — E et C' — S sont des espaces de 


type K (x, 1) (pour les groupes B- et Bw respectivement). 

Pour un groupe W de type A,-;, (groupe des permutations de n 
éléments) ce lemme a déjà été démontré. Proposons-nous de le dé- 
montrer pour un groupe W de type B, (isomorphe à un groupe de type 
Ch) et de type D,. Il suffit évidemment de démontrer l’assertion du 
lemme pour l’espace C* — S. 

Si le groupe W est de type B,, les réflexions appartenant à W 
sont obtenues par rapport aux hyperplans {z, + r; = 0} et {xr; —: 0} 
dans l’espace C". Par récurrence, on peut admettre qu'un espace 
{(ti,-.., Zn) E Clim Æ x5 0, x, 0} est un espace de type 
K (x, 1). La projection naturelle 


C—S—{(z, ...,2,) EC: m+z Æ0, 2 0)}—- 
—+ {(z1 es Zn-1) € C1: Hz, Æ0, zx, Æ 0} 


est une fibration localement triviale de fibre C —{0, Hz, Hz, ... 
..., Etn-1}. Puisque la fibre de cette fibration a tous ses groupes 
d’homotopie triviaux à partir du deuxième, on en déduit l’assertion 
requise sur l'espace C*' — S. 

Si le groupe W est de type D,, les réflexions appartenant à W 
sont obtenues par rapport aux hyperplans {x; + x; = 0} dans 
l'espace C”. Considérons une application 


Cr—S={(x, ..., 2) EC: mm tr, 0) 
+ {(yi -.., Yann) EC my, y Æ0)} 


définie par y, = zh — xi. C'est une fibration localement triviale. 
Sa fibre est une courbe complexe affine et a donc tous ses groupes 
d'homotopie triviaux à partir du deuxième. De même que pour 
l'espace C* — S correspondant à un groupe de type B,, on montre 
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par récurrence sur », en s’aidant de la projection C" — C"-1, que la 
base {(yi, . . ., Yn-1) € CT: y: Æ y, ya 0} de cette fibration 
est un espace de type ÆÀ (x, 1). Il s'ensuit que l’espace C" — S de 
cette fibration est lui aussi un espace de type À (x, 1). 

Dans le cas général ce lemme résulte d’une assertion générale 
appartenant à Deligne ([91]}). Considérons dans l'espace R* une 
collection finie d'hyperplans V;. Soient V,c & C” leurs complexi- 
fiés. Supposons que les composantes du complémentaire de Ja réu- 
nion |} V; dans R” sont des cônes simpliciaux ouverts (i.e. admet- 
tent exactement nr faces). Alors l'espace C7 — ({[J Vic) est un 
espace de type Æ (x, 1). 

Du théorème 8 et du lemme 2 découle le 


Théorème 9. Pour les singularités simples, le complémentaire 
D, — Z, du diagramme de bifurcation des zéros est un espace de ty- 
pe K (x, 1). 

0. Lyashko et E. Looijenga ont montré (voir [221]) : pour lessingu- 


larités simples le complémentaire C*”! =) . du diagramme de bifur- 
cation des fonctions est lui aussi un espace de type X (x, 1), où x 
est le sous-groupe d'indice u! V* | W |-! du groupe des tresses 
d'Artin à u brins (ici | W | est l'ordre du groupe de Weyl corres- 
pondant, et V le nombre de Coxeter, ou — en termes de singulari- 
tés — l'ordre de l’opérateur de monodromie classique). 


Pour construire le plongement du groupe fondamental 1,(C*7' — 


Z,) du complémentaire du diagramme de bifurcation des fonctions 
d’une singularité simple dans le groupe des tresses à u brins, assimi- 
lons le groupe des tresses à u brins au groupe fondamental d'un espace 
de polynômes de la forme zh + a,_,27h"? +... + ax + a, sans 
racines multiples. Dans l'espace vectoriel complexe C#>1 muni de 
coordonnées (@5, &, - - -, 4-2) les points correspondant aux polynô- 
mes à racines multiples forment une surface algébrique £. Son 
complémentaire est un espace de type Æ (x, 1), où x est le groupe 


des tresses à u brins. À chaque point v de la base C*”! du déploic- 
ment miniversel borné de la singularité f correspond une fonction 
F (:,v) qui est une déformée de f. Cette fonction admet exactement u 
valeurs critiques au voisinage du zéro de l’espace C”, à condition de 
tenir compte de la multiplicité des valeurs critiques. Le diagramme 


de bifurcation des fonctions >. de f est particularisé dans la base 
C“-1 du déploiement miniversel borné par la condition qu'aux points 
du diagramme correspondent des fonctions F (+, v) ayant moins de u 


valeurs critiques distinctes. Ainsi donc, pour v ex. certaines 
valeurs critiques de F { ,v) se confondent. 


Soit vun point de la base C*”! du déploiement miniversel borné, 
soit F (-, v) la fonction correspondant à v, soient 2:,...,2z, les va- 
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leurs critiques de F au voisinage de 0 dans C” (les z, ne sont pas néces- 


sairement toutes distinctes), soit z = Ÿ z;/u leur moyenne arith- 


= 


métique, 2 =2Z —2 (i=1, ..., u), et soit enfin p, (x) — 


h Le. À Len À Le. À 
= || (x — z,;) un polynôme de degré u à racines z,, ..., 2. 
isi 


Puisque Ÿ 2, — 0, le coefficient du monôme z#-1 dans le polvy- 
i=1 

nôme p, (x) est nul. Par conséquent, p, (x) appartient à à l’espace 

Cu-! des polynômes de la forme xt + a,_stt-? +... L'ax + Go- 

Faisant correspondre au point v € Cut le polynôme p, (x) € Chi, 

nous obtenons une application V: Cu-1— Cu-1 de la base du déploie- 


ment miniversel borné dans l’espace Cu-1. “pe application 1 envoie 


le diagramme de bifurcation des fonctions 5, dans l’espace € des 


polvnômes à racines multiples, et le complémentaire CH-1 — ZX, du 
diagramme de bifurcation dans l’espace CH71 — = des polynômes 
sans racines multiples. On montre par calcul direct que l’applica- 
tion 1p est non dégénérée (i.e. est de rang (1 —1)) sur le complémentai- 


re du diagramme de bifurcation Z,. L'image réciproque de O par 1 
est l’ensemble des valeurs des paramètres v € CH-1 pour lesquelles les 
fonctions F (+, v) admettent chacune une valeur critique unique. 
De ce fait et du corollaire du théorème 3, il découle que F (-,v)aun 
point critique unique. L'image réciproque de O par # se confond 
donc avec la strate u — Cte dans la base du déploiement miniversel 
borné. Pour les singularités simples (et pour elles uniquement!) la 
strate en question se réduit à un point v = 0. Il s'ensuit que l’appli- 
cation #: CH-1 —+ C5 1 est propre au voisinage de 0 et que sa restric- 
tion au complémentaire Cu-1 — Z, du diagramme de bifurcation 
des fonctions définit un revêtement au-dessus de l'espace CH — = 
des polynômes sans racines multiples. Ainsi donc, le complémentai- 
re du diagramme de bifurcation des fonctions ©, d'une singularité 
simple est un revêtement au-dessus d'un espace de type À (x, 1), 
d’où il ressort qu'il est lui-même un espace de ce type. L'’applica- 
tion 1 induit alors un plongement du groupe fondamental du complé- 


mentaire du cisremme de bifurcation Z, dans le groupe fondamen- 
tal de l'espace C4-1 — E des polynômes sans racines multiples, qui 
est le groupe des tresses à u brins. 

Si p: E—+ B est un revêtement, on appelle groupe des glisse- 
ments de p le groupe Aut (p) = {h: E—+ E : hk est un homéomorphis- 
me, ph (x) = p (x) pour xE€ E}. On voit sans peine que le groupe 
des glissements Aut (p) du revêtement p est isomorphe au groupe 
quotient N (x; (E)}/x (E), où N (x (E)) est le normalisateur du 
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sous-groupe 7 (E) dans le groupe n, (B), i.e. {gE ru (B): gr (E) g”'= 
= Ju (E)}. 
Pour les singularités simples, le groupe des glissements Aut (1) 


du revêtement : Ch-1 — Z,— Ct-1 — E du complémentaire du 
diagramme de bifurcation des fonctions au-dessus de l'espace des 
polynômes sans racines multiples (voir ci-dessus) a été décrit dans 
[216]. Il est cyclique pour toute singularité simple sauf 4, 
et D,. Son ordre est égal au nombre de Coxeter du groupe de Weyl 
correspondant (ou, ce qui revient au même. à l’ordre de l'opérateur de 
monodromie classique) pour les singularités des types À, (1 = 1), 
D, (u + 4) et Es, et à la moitié du nombre de Coxeter pour les 
singularités de types Æ; et E4. Pour une singularité de type D, le 
groupe des glissements Aut (1) est isomorphe à Z, @ S (3), où S (3) 
est le groupe des permutations de 3 éléments; pour une singularité 
de type À, le groupe Aut (1) est trivial. 

Dans le cas réel, i.e. pour le déploiement miniversel réel d'une 
singularité réelle, E. Looijenga a montré (1222]) que le complémentai- 
re du diagramme de bifurcation d'une singularité simple a les com- 
posantes contractiles. Ces composantes correspondent de façon biuni- 
voque aux classes d'éléments W-conjugués d'ordre 2 dans la classe de 
conjugaison Wn, où n € N/W est un élément d'ordre 2, W le groupe 
de Weyl correspondant, V son normalisateur dans le groupe de toutes 
les transformations linéaires. Le groupe N/W se confond avec Île 
groupe des automorphismes du diagrammo classique de Dynkine 
correspondant. 

O. Lyashko ([224]) a décrit toutes les décompositions des singu- 
Jarités simples qu'on peut rencontrer dans la base de son déploie- 
ment miniversel borné. Soit f; (x) (À € (C. 0)) une déformation de la 
singularité f: (C?, 0)—+ (C, 0). On dit que f se décompose par f; 
suivant le type À = (X1, -.., Zn), où Xy = (Zn, +. À;j,), Si, 
pour des valeurs suffisamment petites (mais non nulles) du paramè- 
tre À, la fonction f, admet (dans un petit voisinage de 0 dans C”) 
k valeurs critiques distinctes z,,. .., z,, une valeur 2; étant atteinte 
en j, points critiques où la fonction f, admet des singularités des 
types Xu, -.., X;;. On dit que le diagramme de Dynkine £ 
(dans une base distinguée A,,..., A.) se décompose suivant le type 
(£, ... Es), où E; = (En, . Eij,), si 

1° {E;} est une partition de l’ensemble des sommets de £ en 
parties disjointes, les sommets de chaque £; (cycles de base évanes- 
cents) étant numérotés par des entiers successifs dans E ; 

2° les sommets de Æ, sont joints entre eux par des arêtes de la 
méme multiplicité que dans E; 

3° E;, sont les composantes connexes de Æ; (j = 1, ..., j;). 

On dit que la décomposition de la singularité f suivant le type 
À = (Xi ces Xn) (Xi = (Ans -.., X:;,)) est compatible (ou 
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adaptée) à la décomposition de son diagramme Æ suivant le type 
(E,, ..., Ex) (E1= (En, +. ., E;;,)) si pour à quelconque la suite 
Piasss E;;, est une suite de diagrammes de Dynkine des points 
critiques À 715 © +. Xi, qui correspondent à l’i-ième valeur criti- 
que. On montre sans peine que si f admet une décomposition sui- 
vant le type X — (X,,..., X2), il existe une base distinguée {A,} 
dans laquelle le diagramme de Dynkine E de f admet une décomposi- 
tion suivant le type (£,,..., E;) compatible à la décomposition de 
la singularité. O. Lyashko a montré que pour les singularités sim- 
ples la réciproque est vraie aussi : si le diagramme Æ d'une singula- 
rité simple f admet dans une base distinguée une décomposition 
suivant le type (E:,..., E;) (E; = (En, ..., E;;,)), il existe une 
déformation de f pour laquelle f subit une décomposition compatible 
à celle de son diagramme E. 

On trouvera dans [224] une description détaillée de toutes les 
décompositions des singularités simples. 


3.4. Strate u = Cte et type topologique de la singularité. Les 
déformations qui conservent la multiplicité d'une singularité ne 
doivent pas affecter beaucoup son type topologique. 

En effet, Le et Ramanujam ont montré ([205]) qu’une telle défor- 
mation laisse inchangé le type topologique d’un ensemble de niveau 
singulier (plus exactement, du couple (B,, f"1 (0) N B,), où B, est 
une boule de rayon p suffisamment petit centrée au point critique) 
et le type différentiable de la fibration de Milnor, sauf si le nom- 
bre de variables nr est égal à 3. La condition restrictive r =£ 3 tient 
à ce que la démonstration utilise le théorème de k-cobordisme. 

I. Timourian a montré ([345]) qu'une déformation conservant la 
multiplicité laisse inchangé aussi le type topologique de la fonction. 
Cela signifie ce qui suit. Soit une singularité f: (C7, 0)— (C, 0), et 
soit son déploiement F (x, t) différentiable suivant t € RP (F (x, 0) —- 
— f (x)), tel que pour t quelconque, le germe F (-,t) admetteen0 un 
point critique de même multiplicité u = pu (f), à valeur critique 
égale à zéro. Il existe alors un voisinage U de 0 dans C* x RP, un 
voisinage U, de 0 dans C”, un voisinage D de O dans RP et un homéo- 
morphisme a: U—+ U, x D (« (0,t) = (0,t)) tel que le diagramme 


soit commutatif (ici x est la projection sur le premier facteur). Le 
cas de n = 3 est décrit dans [265], [266]. Cet ouvrage était sous pres- 
se lorsque B. Perron nous a signalé une erreur dans la demonstra 
tion produite dans ces articles). 

On montre aisément que la matrice des intersections et le groupe 
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de monodromie de la singularité restent inchangés le long de la 
strate u = Cte. Par contre, il en est parfois autrement des caracté- 
ristiques « plus analytiques » de la singularité. Par exemple, 
F. Pham a montré ([274]) qu’un déploiement de multiplicité constan- 
te peut affecter la topologie du diagramme de bifurcation des zéros 
de la singularité, plus exactement sa partition, en accord avec les 
singularités de l’ensemble de niveau nul. 

Pour construire un tel exemple, considérons la singularité 
f(x, y) = y + x’ de multiplicité 16. Son déploiement miniversel 
a la base de dimension 16 ct se définit par la formule 


F( yu,v) = +u(z)y +vul(z), où 
u(r)=u +wr+...+uszt, v(r)=v+urz+...<+urt+r, 
U = (dy Us: 0), LD, Dies D). 


Soient Æ = F-1(0)= C'8 l’ensemble de niveau nul de F, et 
G: X—+ C$, sa projection sur la base du déploiement. Désignons par 
X*a l'ensemble (analytique) des points z € X en lesquels la courbe 
G”1 (G (z)) est de degré 3 (i.e. se définit localement par une équation 
appartenant au cube de l'idéal maximal) et présente un contact 
d'ordre > &. On voit sans peine que l’ensemble X*® se compose de 
quadruples (x, y, u, v) dans lesquels y = 0, x est racine de l’équation 
u (x) = 0 de multiplicité > 2x et racine de l’équation v (r) = 0 de 
multiplicité > 34. En particulier, X** — X*3 = {(x, y, u, v): 
z=y—=0,v—=0,u; = 0 pour i 6}. La projection T** de X** 
sur la base C®, du déploiement miniversel est de dimension deux et 
est la strate u — Cte dans cette base. 

Considérons l’ensemble T*°3% = G(X*5/3). Il est constitué de 
couples (u, v) € CS, tels que les polynômes u (x), v (x) admettent 
une racine commune de multiplicité 4 pour w (x) et de multiplicité 5 
pour v(x). On peut mettre l’ensemble G-t(T*5/5) N X*#/3 sous 
forme de réunion de deux ensembles, à savoir de X*°'3 et de X”. 
Ici À’ est un ensemble de quadruples (x, y, u, v) € C'8 tels que y = 0, 
x soit racine de multiplicité 3 de l'équation x (r) = 0 et racine de 
multiplicité 4 de l’équation v (x) = 0 et que, de plus, les polynômes 
u (x), v (x) admettent une autre racine commune qui est de multi- 
plicité 4 pour u (x) et de multiplicité 5 pour v (x). L'intersection X” 
de X*5/5 et de X” (plus exactement de son adhérence) se compose de 
quadruples (x, y, u, v) E C'8 tels que y = 0, x soit racine de multi- 
plicité 7 de l'équation u (x) —0 et racine de multiplicité 9 de l’équa- 
tion uv (zx) = 0. Il s'ensuit que v = (v,, ..., 07) = 0, x = 0 et 
Uy =... = üg = 0. L'ensemble X” est donc contenu dans X** mais 
ne se confond pas avec X**. Cela signifie que les ensembles X*® ne 
sont pas disposés de la même façon vis-à-vis des différents points de 
X**, ce qui veut dire précisément que le diagramme de bifurcation 
des zéros change le long de la strate T** (u = Cte). 
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On voit sans peine que X*{# est l’ensemble des points z € X en 
lesquels la courbe G-1 (G (z)) admet une singularité de type ÆE4, et 
X*55 l’ensemble des points z € À en lesquels la courbe G-1 (G (z)) 
admet une singularité de type E;. Donc G (X°) est l’ensemble (plus 
exactement, l’adhérence de l'ensemble) des valeurs (u, v) € CE, 
pour lesquelles la courbe G”! (u, v) a deux singularités des types E;, 
E,. Le raisonnement précédent montre que la strate du diagramme de 
bifurcation des zéros composée de points en lesquels la fonction cor- 
respondante admet des singularités des types E, et E, sur l’ensemble 
de niveau nul change (disparaît tout simplement) le long de la famille 
u = Cte(T**) de la singularité x + y. 

S. Goussein-Zadé et N. Nékhorochev ont montré ([150]) que pour 
une déformation de multiplicité constante d'un polynôme homogène 
non dégénéré de degré 22 de deux variables, c’est la plus grande des 
multiplicités des singularités adjacentes de type 4, qui change. 

Selon une hypothèse (non démontrée), dans la base du déploie- 
ment miniversel borné d'une singularité, la strate u — Cte est une 
variété non singulière *). A. Gabrielov a montré ([115]) que la 
dimension de cette strate est égale à la modalité de la singularité. 

L'hypothèse de la différentiabilité de la strate u — Cte dans la 
base du déploiement miniversel borné est démontrée pour le cas de 
deux variables. C’est J. Wahl qui en aurait donnée une première 
démonstration en 1971. Voir aussi à ce sujet [54], ainsi que l’article 
de B. Teissier [340]. 


3.5. Résolution de la singularité et quelques propriétés de l’opé- 
rateur de monodromie classique. Un moyen efficace pour l'étude 
de la topologie de la singularité est la résolution de cette dernière, 
ou désingularisation. 

Soit f: (C', 0) — (C, 0) une singularité. i.e. un germe de fonction 
holomorphe ayant un point critique isolé à l’origine. 


Définition. On appelle désingularisation d’une singularité f une 
application analytique propre x: (Y, Y5)— (C', 0) d'une variété 
complexe non singuliére Y, telle que 

1° l'application x |ÿ-y, soit un isomorphisme analytique 
Y — ÿY,— C* — 0 (ou d'un voisinage de Y, dans Ÿ sur un voisinage 
de O dans C'): 

29 Je sous-espace Ÿ, = x"! (0) de l’espace Ÿ soit une réunion de 
variétés non singulières de dimension (nr — 1) (diviseurs) qui sont 
en position générale sur Ÿ ; 

3° il existe au voisinage de tout point de Y,—=x"! (0) un systè- 
me de coordonnées locales y;, . . ., y, en lequel fox (y. . . ., yn) — 


*) Cette hypothèse est mise en défaut pour les fonctions de trois veria- 
bles (communication particulière), 


6—0626 
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= yhH..... yon : le jacobien de n'est égal à g (y1, - . ., Yn)yT1 

…yrn, où g (0, ..., 0) Æ 0. 

L'existence d’une désingularisation pour toute singularité décou- 
le du théorème de Hironaka ([153]). Au cas où f est une fonction de 
deux variables, on peut la résoudre par une suite d’éclatements 
(voir [318] et aussi le n° 4.3 ci-après) dans les points singuliers. 

Nombre de caractéristiques topologiques de la singularité, telles 
que sa multiplicité, le polynôme caractéristique de son opérateur de 
monodromie classique, etc., se laissent exprimer en termes de carac- 
téristiques topologiques des diviseurs collés pendant la résolution de 
la singularité. Avant de formuler les résultats correspondants, 
introduisons quelques notions. 

Le polynôme caractéristique P, (z) (de l'opérateur de monodromie 
classique) d’une singularité f est det (z-id — k, | H,_1 (V,)) (ici V. 
est une variété de niveau non singulière de f). Le polynôme caracté- 
ristique P; (z) a comme racines les valeurs propres de l'opérateur k, 
de monodromie classique de la singularité. 

Le polynôme caractéristique P;, (z) de la singularité f permet 
également de définir le déterminant det S de la forme d’intersection 
en homologie H,_1 (V,; Z) d'une variété de niveau non singulière 
de f. Il est défini de façon intrinsèque, car le déterminant du change- 
ment de base du réseau d’entiers ,_, (V,; Z) est égal à +1. Le 
déterminant de la forme d'intersection de confond avec le détermi- 
nant de la matrice de l'opérateur ie: Hn-1 (Ve; Z)—+ Hi: (Ve, 
PA Z). Si det S 0, il est égal, au  . près, à l’ordre du groupe 

n-1(Ves 0V,; Z'/Imi,. Ona 


det S = det (— Var-1+(—1)"(Var”1)") = 


nn) 
—(—41) 2 det(—id+(—1)" Var (Var!)") = 


u 2n+1) ,u (=1Xn= 2) 
=(—4)"" 2 det(—id+h4)=(—1) 2  P,(1). 


Au lieu du polynôme caractéristique de la singularité, il est par- 
fois plus commode d'utiliser ce qu'on appelle la fonction zêta de la 
transformation de monodromie classique de la singularité. Ses avan- 
tages sont, premièrement, de fournir des résultats plus élégants et, 
deuxièmement, d'être définie aussi pour les singularités non isolées, 
quand le polynôme caractéristique cesse pratiquement d’avoir un 
sens. Beaucoup de résultats énoncés ci-après restent vrais aussi pour 
des points critiques non isolés, mais nous omettrons de le spécifier 
dans chaque cas concret. 


Définition. On appelle fonction zêta d'une transformation g: X— 
— X d’un espace topologique À (pour fixer les idées, admettons que 


& 3] DIAGRAMMES DE BIFURCATION ET GROUPE DE MONODROMIE 83 


X soit un complexe cellulaire fini) la fonction rationnelle 
Ge (2) = 1 {et Lid—z2g, | Ho (X ; RC. 


Cette définition tient aussi compte de l’homologie de mesure nulle 
de X, i.e. on ne suppose pas que l’homologie soit réduite modulo un 
point. La définition a aussi un sens pour un couple d'espaces (X, Y) et 
une transformation g: À—+ XÀ par laquelle le sous-espace Y revient 
à lui-même. On voit alors figurer dans l'expression de la fonction 
_ l’action de la transformation g en homologie relative H, (X, 

; À). 


Définition. On appelle fonction zêta de la monodromie d'une sin- 
gularité f la fonction zêta de la transformation de monodromie 
classique À d’une variété de niveau non singulière ŸV, de f en elle- 
même. 

Pour les singularités isolées on a H,(V,) = 0 pour q # 0, 
n — 1. Donc 


C (2) GE (1 — 2) (z4P, (2) 
d'où 


P, (:) — zu ( —. 4 Co) el 


où u est la multiplicité de la singularité. Ainsi donc, le polynôme 
caractéristique P;,(z) et la fonction zêta &, (z) d'une singularité 
s'expriment l’un en fonction de l’autre. 

On voit sans peine que le degré de la fonction rationnelle Ë, (z) 
(égal au degré du numérateur moins le degré du dénominateur) est 
égal à la caractéristique d’Euler-Poincaré 7 (V,) de la variété de 
niveau non singulière V.. 

Le résultat suivant permet d'exprimer la fonction zêta de la 
singularité au moyen des invariants topologiques des diviseurs que 
l’on colle pendant sa résolution. Soient x: (Y, },)—- (C", 0) une 
désingularisation de f, S,, l'ensemble des points de Y’, au voisinage 
desquels la fonction f ° x s'écrit, dans un système de coordonnées 
locales, sous la forme 27 (il est évident que les intersections des divi- 
seurs collés ne sont pas contenues dans les S,,). 


Théorème 10 (N. A’Campo [3]). 
(Ve Z me(Sn) (= Î (1—27) 


Pour la démonstration, on utilise le fait que si la transformation 
h: X— X conserve le sous-espace Y, alors &,, (:) = &,,(2) X 


X Ghy@)r Où x, hr, hoxeys est la transformation À consi- 
dérée sur l’espace (couple d'espaces) correspondant. Il existe une 
Ge 


Sn) 
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application ç@: V,— (f ° x)! (0) (qui « tire » une fibre non singuliè- 
re sur la fibre singulière) par laquelle tout point de S,, a m images 
réciproques, tandis que les À images réciproques des intersections des 
diviseurs collés sont des fibrés de tores de dimension (4 — 1). On 
peut admettre que la transformation de monodromie classique est 
compatible à l'application œ en ce sens qu'elle conserve les images 
réciproques par @ des points de (f ° x)! (0) en opérant de façon tri- 
viale sur cet espace. La transformation k fait subir alors une permu- 
tation circulaire aux images réciproques des points de l’ensemble S$,,. 
La fonction zêta de la permutation circulaire de m points est égale à 
(1 — 7), d'où il ressort que la fonction zêta de la restriction de À 
à l’image réciproque 1! (S,,) de S,, est égale à (1 — 27)*Sm), Au- 
dessus des points des intersections des diviseurs collés, la transfor- 
mation À agit comme des difféomorphismes de tores qui, étant des 
translations, n'apportent aucune contribution à la fonction zêta. 
L'idée d’une telle construction revient à C.H. Clemens ([75]). 
De la formule de la fonction zêta d'une singularité, citée dans le 
théorème 10, il ressort que les valeurs propres de l'opérateur de mono- 
dromie classique d'une singularité isolée sont des racines de diffé- 
rents degrés de l'unité. Il existe donc un degré (Ÿ) de l'opérateur de 
monodromie classique dont toutes les valeurs propres sont 1. Com- 
me Ÿ, on peut prendre un nombre divisible par les multiplicités m 
de tous les diviseurs collés pendant la résolution. On a donc le 


Théorème 11. L'opérateur (hN — id) est nilpotent, i.e. (h\ — id)" — 
= 0 pour un certain k. 

Ce théorème a été démontré par Briescorn ([52]). Katz ([175]) et 
d’autres auteurs. On trouve dans [203] sa généralisation au cas d'un 
germe de fonction analytique sur l’espace analytique dont tous les 
ensembles de niveau peuvent avoir des singularités. 

De la résolution d'une singularité isolée on peut déduire l'esti- 
mation de la valeur de l’exposant # qui, comme on le voit aisément, 
est égal à la plus grande taille des cellules de Jordan de l'opérateur 
de monodromie classique. À cet effet, on prend l'application C, — 
— C, envoyant u sur z = uY et l’on considère au-dessus de C, la 
famille de variétés induite de la famille {(f o x) (x) = :} au-dessus 
de C. par l'application précédente. La désingularisation de la fibre 
au-dessus de O nous donne un ensemble collé dans lequel tous les 
diviseurs interviennent avec la multiplicité 1 (i.e. S,, = @ quand 


m > 1). L'opérateur hu de monodromie de cette famille est égal 

à AY. Soit Z; la partie de la fibre au-dessus de 0 qui est la réunion de 

toutes les intersections des diviseurs non singuliers collés à à &. On a 
Z=(fon) 1 (0)253222:5...32, >=7Z,;:, = ©. 


On obtient comme précédemment une application d’une fibre non 
singulière sur la fibre singulière nulle, compatible à la transformation 
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de monodromie. On montre alors que si a est un cycle sur une fibre 
non singulière appartenant à l’image réciproque de Z;, alors Île 


cycle haa — a est homologue à un cycle appartenant à l'image 


réciproque de Z;+1. 11 s'ensuit que (4, — id)" = 0, i.e. que (kŸ — 
id)" — 0. On peut donc prendre comme exposant # dans le théore- 
me 11 le nombre n des variables ; par conséquent, la taille d’une cel- 
lule de Jordan de l'opérateur de monodromie classique À, ne peut 
dépasser n X n. Nous avons démontré le 


Théorème 12. La taille d'une cellule de la forme normale de Jor- 
dan de l'opérateur h, de monodromie classique de la singularité 
f: (C7, 0)—+ (C. 0) d'une fonction de n variables ne dépasse pas n :« n. 

Par exemple, si f est singularité d'une fonction de deux variables, 
la plus grande taille possible d'une cellule de Jordan de son opéra- 
teur de monodromie classique est 2. C’est le cas pour la singularité 
f(x, y) = (2 + y°) (x° -!- y*). On peut montrer que l'opérateur de 
monodromie classique de la singularité / est non diagonalisable. 
Pour rechercher la forme quadratique de f, on peut employer les 
méthodes du $ 4. Il est montré au n° 4.4 que ses indices d'inertie posi- 
tif, nul et négatif sont respectivement nu} — 1, u, = 1 et p_ — 
= p — 2 = 9. De la formule de Picard-Lefschetz il ressort que les 
vecteurs propres de l'opérateur À, de monodromie classique de f asso- 
ciés à la valeur propre 1 sont les éléments de l’espace À, _; (V,) or- 
thogonaux au sens de la forme d'intersection à tous les cycles évanes- 
cents de Ja base distinguée {A;}, donc aussi à tous les éléments de 
l'espace À,_, (V,). Ainsi donc, pour la singularité de la fonction 


Î (x. y, t) = { (x, y) + t*, le sous-espace des vecteurs a € H,-, (V,) 
tels que k,a — a est de dimension un. Pour le polynôme caracté- 
ristique P,(c) on a P,() — det (z-id — XL.) == det (z°id + L'ILT)= 


= det (24 + LT) — det (2LT+ZL) = zu det (LT + 271L) — znP5(2"1). 
Par conséquent, P;() est un polynôme récurrent de degré u (les 


coefficients des monômes 2Y* et z4-Y coïncident). La multiplicité 
de la racine égale à 1 d'un polynôme récurrent est tloujours 
paire. Aussi l’espace des éléments du groupe d'homologie H, (V,) 


d'une variété de niveau non singulière de la singularité f (x, y. t) 
associés à la valeur propre 1 de l'opérateur de monodromie classique 
h, est-il de dimension paire et ne se confond donc pas avec l’espace 
des vecteurs propres de valeur propre 1. À son tour, l'opérateur de 
monodromie classique de la singularité f (x. y) se laisse déduire de 


l'opérateur de monodromie classique de f (r. y. t) au moyen de la 
multiplication par (—1), ce qui signifie qu'il n’est pas diagonali- 
sable lui non plus (plus exactement, il a la cellule de Jordan 2 : ? 
pour la valeur propre (—1)). 
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J. Steenbrink a montré ([334]) que la taille des cellules de Jordan 
de la forme normale de l'opérateur de monodromie classique de la 
singularité f: (C", 0)— (C, 0) associées à la valeur propre 1 est non 
supérieure à (n — 1) x (7 — 1). Voir aussi le n° 13.2, E 

Pour des singularités f: (C", 0)— (C, 0) quasi homogènes le 
germe f appartient à son idéal jacobien J',; — (ôf/ôx:, . . ., df/0x)), 
et l'opérateur de monodromie classique », est d'ordre fini, i.e. est 
diagonalisable. J. Brianson et H. Skoda ont montré ([51]) que pour 
des singularités quelconques f: (C", 0)—+> (C, 0) de x variables la 
puissance n-ième du germe f appartient à l'idéal jacobien J,, la 
taille d'une cellule de Jordan de l'opérateur de monodromie classi- 
que », étant non supérieure à n x n, comme il a été dit plus haut. 
J. Scherk en tire l’hypothèse suivante ([306]) : si la puissance k-ième 
du germe appartient à l'idéal jacobien J',, alors la taille des cellu- 
les de Jordan de l'opérateur de monodromie classique de f est non 
supérieure à À x k. Dans [307] il a démontré son hypothèse. Voir 
aussi à ce sujet le théorème 19 du n° 14.3, E. 

Il existe une méthode de résolution de la singularité (de désingula- 
risation) au moyen du diagramme de Newton (dite résolution torique). 
Pour presque toute fonction ayant un diagramme de Newton donné, 
cette méthode conduit effectivement à la résolution de la singularité. 
Voir à ce sujet [350] et aussi $ 8. 

A. Varchenko [359] a obtenu, à l’aide de cette méthode et du 
théorème 10, la description de la fonction zêta (ou du polynôme 
caractéristique) de l'opérateur de monodromie classique de la sin- 
gularité au départ de son diagramme de Newton. 

Soit TE À” le diagramme de Newton (4 est un ensemble d'’en- 
tiers non négatifs). On appelle fonction zêta de TL ]a fonction 


1070 


Cr()= [] ('() 


où les polynômes C! (2) seront définis ci-après (on les définit d’après 
les intersections de L avec tous les plans de coordonnées possibles de 
dimension L dans l’espace R’). 

Soit L un sous-espace affine de dimension ! dans KR", tel que 
L fN N'" soit un réseau d'entiers de dimension !. Admettons égal 
à 1 le volume de dimension / d'un parallélépipède construit sur une 
base quelconque dans ZL f} V". Soit un ensemble 7 {1,...,n} de 
cardinal 7 = l; posons L; = {k € R':k, = 0 pour iéZ}. Soient 
T,(1) G =1,..., j (1)) toutes les faces de dimension (1 — 1) du 
polyèdre L,; NF, et L,(7) les sous-espaces affines de dimension 
(L — 1) dans lesquels ces faces sont contenues. Le groupe quotient 
du réseau W” f\ L, par le sous-groupe engendré par les vecteurs de 
N" NL, (1) est cyclique. Désignons son ordre par m; (7). Soit V, () 
le volume de dimension (! — 1) de la face [', (7) dans l'espace L, (7). 
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Remarquons que my (1) (1 — 1)! V; (7) est égal à [! fois le volume 
de dimension / du cône au-dessus de F', (7) dont le sommet est à l'ori- 


gine. 
Posons 
12 D\(=1)1 VI 
= [1 (2970, 
1: #H]Jl jmi 


Théorème 13. Pour presque toute fonction f: (C", 0)—> (C, 0) 
ayant le diagramme de Newton donné T', la fonction zêta de l'opérateur 
de monodromie classique de la singularité f coïncide avec la fonction zé- 
ta de T. 

Les conditions définissant l’ensemble de fonctions pour lequel 
le théorème 13 a lieu peuvent être écrites au moyen des coefficients 
avec lesquels les monômes appartenant à l interviennent dans la 
décomposition du germe f (voir $ 8). Il se peut d’ailleurs que toutes 
les fonctions de diagramme de Newton l' admettent une singularité 
non isolée : le théorème 13 reste vrai quand même. 

Puisque le degré de la fonction zêta de l'opérateur de mono- 
dromie d’une singularité coïncide avec la caractéristique d'’Euler- 
Poincaré de sa variété de niveau non singulière, le théorème 13 donne 
lieu au résultat de A. Kushnirenko ([191]) qui exprime la multi- 
plicité d’une singularité à partir de son diagramme de Newton. 


3.6. Groupes de monodromie et bases distinguées des singularités 
simples. La meilleure description du groupe de monodromie s'ob- 
tient dans le cas des singularités simples. i.e. dépourvues de modu- 
les continus (voir Première partie, $ 15). Comme pour toute singula- 
rité, deux cas sont à distinguer ici : le nombre de variables impair et 
le nombre de variables pair. Dans le premier cas les opérateurs de 
Picard-Lefschetz sont des réflexions dans des hyperplans orthogo- 
naux. au sens de la forme d'intersection, aux cycles évanescents cor- 
respondants; le groupe de monodromie est un groupe engendré par 
les réflexions. Dans le deuxième cas la description des opérateurs 
de Picard-Lefschetz est moins habituelle. 

On sait que le groupe de monodromie d’une singularité se définit 
par sa matrice des intersections dans une base faiblement distin- 
guée. Pour les singularités simples, on a le 


Théorème 14. Pour les singularités simples A, (2**1 + St), 
Dr (y+y 1 +St), Es (P+y+DE), E; (+ xp + St), 
Es (© + yÿ+ 51) il existe des bases distinguées de cycles évanescents 
dans lesquelles leurs diagrammes de Dynkine se confondent avec les dia- 
grammes classiques des algèbres de Lie correspondantes de même nom 
(Éig. 31). Les groupes de monodromie de ces singularités d'un nombre 
impair de variables sont finis et isomorphes aux groupes de Weyl des 
algèbres correspondantes. 

Pour la description des groupes de Weyl classiques, voir [50]. 
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Pour les singularités de type 4,4 le théorème 14 a été démontré 
au n°2.9. Pour les autres singularités simples, on en trouve la démons- 
tration au n° 4.1 (elle utilise le fait que ces singularités sont sta- 
blement équivalentes à celles de fonctions de deux variables). 

J. McKay (12431) a trouvé une méthode de construction des dia- 
grammes de Dynkine des singularités simples d'un nombre impair 
de variables directement d’après leur groupe de monodromie. 


Soient M), MP) les groupes de monodromie des singularités 
stablement équivalentes à f et ayant un nombre impair (i) et un nom- 
bre pair (p) de variables respectivement. Les générateurs des groupes 


M, M) sont les transformations du réseau d’entiers définies par les 


À Om) Dao 


Ec E Eg 
Fig. 31 


formules de Picard-Lefschetz. Ces transformations coïncident modu- 
lo 2. Par conséquent, coincident les groupes de transformations cor- 
respondants du groupe d’homologie H,-_, (V,; Z.) d'une variété de 
niveau non singulière à coefficients dans le groupe Z, (H,.-; (V,; 
Z2) Æ (23)4). Il existe donc un groupe de monodromie unique M? 
modulo 2 de la singularité opérant sur le réseau binaire (Z.)4. On 
a des épimorphismes naturels A9) M7 et AMP) 1/7 induits 
par l’homomorphisme Z— Z. Par conséquent, le groupe A? de 
monodromie en homologie à coefficients dans Z, est groupe quotient 
tant de MŸ° que de MP. 

Pour les singularités simples la description du groupe M? résul- 
te du fait que le noyau de l’homomorphisme 4/{°— 117 ou bien 
est trivial (auquel cas M? æ AM), ou bien contient une transfor- 
mation “+ identique (auquel cas M? A MZ). Le noyau de 
l'application MI M: se confond avec le groupe Z, si et seule- 
ment si le groupe de monodromie M de la singularité f d'un nom- 
bre impair de variables contient une transformation qui est une 
multiplication par (—1). 

Pour les singularités simples d'un nombre pair de variables le 
groupe de monodromie AP) se décrit comme suit. 


Théorème 15 (A. Varchenko,S. Chmutov [70]; voir aussi [6], [388]). 
Pour les singularités simples d’un nombre pair de variables, le groupe 
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de monodromie se confond avec le groupe de tous les opérateurs linéaires g 
sur le réseau d’entiers Zn = H,_, (V,; Z) qui vérifient les conditions 
suivantes : 

1) l'opérateur g préserve la forme d'intersection de la singularité; 

2) la restriction de g au noyau de la forme d'intersection (i.e. à l'en- 
semble des vecteurs orthogonaux à tous les éléments du réseau ZH) est 
une transformation identique; 

3) l'opérateur g réduit modulo 2 appartient au groupe de monodro- 
mie MŸ* en homologie à coefficients dans Z.. 

La nécessité des conditions 1) à 3) est évidente pour toute sin- 
gularité (même non simple). Si f est singularité d'une fonction de 
deux variables, le noyau X de la forme d'intersection est de dimen- 
sion r — À, où r est le nombre de composantes irréductibles du 
germe de la courbe {f = 0}. On a donc pour les singularités simples : 
dim À — O0 pour À4,,, Es, Es; dim À = 1 pour A,,41, Dosxr, Er: 
dim À = 2 pour D... 

Dans [72] le théorème 15 est généralisé au cas d’une singularité. 
arbitraire. D’après le théorème de Frobenius ([233]). on peut choisir 
dans le réseau d'’entiers Z4 — H,_, (V,; Z) muni d’une forme d'in- 
tersection alternée, une base (entière) e;,...,6n,f1,. . .. fn, &s + . 

.., 8 (2n+1= mu ()) telle que (e;0f;) = À;, (e:2f;) = 0 pour i £ j, 
(@oe;) = (fic fs) = (giog;) = (e:°g;) = (fic g;) — O et que l’en- 
tier À divise l'entier À;-1 (= 2,...,n). La suite d’entiers À,,...,A, 
est définie de façon unique. 

Par analogie au groupe de monodromie A1? en homologie- 
Hh-1 (V,; Z2) à coefficients dans Z., on peut définir le groupe de: 
monodromie M°* en homologie H,,_, (V,: Z) à coefficients dans un 


groupe cyclique Z,. Dans la proposition qui suit, une importance de 
premier plan revient au cas de À — 24,, l’entier À, étant défini dans 
l'alinéa précédent. 


Théorème 16. Le groupe de monodromie MY?) d'une singularité 
isolée d'une fonction d'un nombre pair de variables se confond avec le 
groupe de tous les opérateurs linéaires g sur le réseau d'entiers Zu — 
= H,_;1 (V,; Z) qui vérifient les conditions 1) et 2) du théorème 15 et la 
condition supplémentaire suivante: 

3") l’opérateur g réduit modulo 2}, appartient au groupe de mono- 


dromie M$ en homologie à coefficients dans Z,;.. 

Pour toute singularité d'une fonction de deux variables, on 
a À, =:1 ([72)). 

W. Janssen a généralisé le résultat de S. Chmutov aux 
intersections complètes [166] el a établi une classification des 
réseaux évanescents alternés [167]. G. Ilyuta a étendu les résultats 
de S. Chmutov aux singularités de bord [164]. 

Nous avons dit au n° 3.3 que décrire toutes les décompositions. 
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d'une singularité simple qui se rencontrent dans la base du déploie- 
ment miniversel borné revient à décrire tous ses diagrammes de 
Dynkine dans les bases distinguées. On a donc naturellement besoin 
de décrire toutes les bases distinguées de la singularité. 

Soient f: (C7, 0)— (C, 0) un germe quelconque de fonction 
admettant un point critique isolé en O0, À,,..., A, une base distin- 
guée de cycles évanescents dans le groupe d'’homologie H,; (V,; 
Z) = Z» d'une variété de niveau non singulière. Dans une telle base 
l'opérateur de variation Var, de la singularité f s'écrit sous forme 
d'une matrice triangulaire supérieure (n° 2.5). L'opérateur de mono- 


dromie classique », de f est le produit k; ° . . .° h, des opérateurs de 
n(n+1) 
Picard-Lefschetz k; (hk; (a) = a + (—1) ? (ao A;)A;)qui cor- 
respondent aux cycles évanescents A,, ..., A, (loc. cit.). 
Il se trouve que, pour les singularités simples, Les réciproques sont 
aussi vraies. 


Théorème 17 ([148]). Soit A;,..., À, une base du groupe d'homolo- 
gie H,-1 (V.; Z) = Zu d'une variété de niveau non singulière d'une 
singularité simple f. Supposons que l'opérateur de variation Var, 
de f s'écrit dans la base citée sous forme d'une matrice triangulaire supé- 
rieure. Alors A1, . .., À, est une base distinguée de cycles évanescents. 


Théorème 18. Soit À,,..., À, une base de cycles évanescents en 
homologie d'une variété de niveau non singulière d’une singularité sim- 
ple f. Supposons que l'opérateur h, de monodromie classique de f soit 
produit h1 °... 0h, d'opérateurs de Picard-Leÿfschetz qui correspondent 
aux cycles évanescents A, .... À,. Alors À;, ..., À, est une base 
distinguée de cycles évanescents. 

La démonstration du théorème 18 est contenue dans une lettre de 
1980, non publiée, de P. Deligne à E. Looijenga. Les deux théorèmes 
se démontrent à l’aide d’un résultat non dénué d'intérêt lui-même. 

Soient f: (C7, 0) —+ (C, 0) une singularité simple d'un nombre 
impair de variables n, f: U—+C une déformée de Morse de f définie 
au voisinage Ü de l’origine dans C", z,,..., 2, des valeurs critiques 


de f et z, sa valeur non critique telles que | 2, | << | z9 | (i — 1.... 
..., LU), À un cycle évanescent quelconque en homologie de l’ensem- 


ble de niveau non singulier F.,, de f. 
Lemme 3 ([148]). Le cycle À est évanescent le long d'un chemin sans 


points doubles u joignant une valeur critique z, de f à sa valeur non criti- 
que Zz, et entièrement contenu à l'intérieur d'un cercle || << || 
{a l'exception de son extrémité qui se confond avec 2o). 

Dans l'énoncé de ce résultat, il est essentiel que f soit 
fonction d'un nombre impair de variables et que uw soit contenu 
dans un cercle |z| << |z, |. Au cas où f est singularité d'une 
fonction d'un nombre pair de variables, le lemme 3 cesse d’être vrai. 
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Si l’on ne demande pas que le chemin uw soit contenu dans un cercle 
[51<< 12 !, le lemme devient trivial (vrai pour toute singularité 
d'un nombre quelconque de variables) et dénué d'intérêt. Le lemme 
3 s’énonce aussi sous forme équivalente : 


Lemme 4. JI existe une base distinguée de cycles évanescents 
A...., À, en homologie d'une variété de niveau non singulière de la 
singularité f, telle que son premier élément À, coïncide avec le cycle 
évanescent À. 

On ignore si des théorèmes et un lemme analogues aux théoré- 
mes 17, 18 et au lemme 3 ont lieu pour des singularités non simples. 


3.7. Courbes polaires et matrices des intersections des singularités. 
Les résultats obtenus dans [117] établissent des relations entre la 
matrice des intersections d’une singularité isolée f : (C". 0)—- (C. 0) 
et la matrice des intersections de l’une des singularités f + =* ou 
f l.=0 et les invariants de la courbe polaire de la singularité f par 
rapport à une fonction linéaire z. Ces résultats permettent de con- 
naître les matrices des intersections pour un grand nombre de singu- 
larités et s'avèrent d'une grande utilité pour la démonstration par 
récurrence sur la dimension » des propositions sur les matrices des 
intersections des singularités (une telle démonstration par récurrence 
a été effectuée par exemple pour le théorème 16 du n° 3.6 dans [72)). 
Ce n° contient un bref exposé des résultats de [117]. On rencontre 
aussi des courbes polaires dans d'autres problèmes. Le lecteur trouve- 
ra un exposé plus circonstancié de la théorie des courbes polaires 
dans [342]. 

Soient f: (C"', 0) — (C. 0) un germe de fonction holomorphe avec 
une singularité isolée en 0, et z: C" —+ C une fonction linéaire. Con- 
sidérons le germe d'application (f, z): (C"*, 0)—- (C*, 0). L'ensemble 
des points critiques de cette application est un germe d'espace ana- 
lytique. Désignons-le par FL. (f). On voit sans peine que F. (f) est 
un germe de courbe, i.e. que dim F, (f) = 1. Cela ressort par exemple 
du fait que les points critiques de (f,z) sont ceux de toutes les fonc- 
tions de la forme f — ez (e € C) et que chacune des fonctions f — ez 
admet (au voisinage de 0 de C’) un ensemble fini de pointscritiques. 


Définition. La courbe F. (f) s'appelle courbe polaire de la sin- 
gularité f par rapport à la fonction linéaire z. 

La courbe polaire F, (f) peut aussi être décrite d'une façon diffé- 
rente (et équivalente): elle est le lieu de tous les points x € C" en 
lesquels l’espace tangent à l’ensemble de niveau de la fonction f 
{passant par le point en question) est parallèle à un hyperplan fixé 

z = 0}, ïi.e. de tous les points x € C" en lesquels la différentielle df 
est proportionnelle à la différentielle dz. 

Soit l,(f) = U T; une décomposition du germe de courbe 


i 
T.(f) en composantes irréductibles. Comme nous l'avons dit, les 
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points critiques de la fonction (f — ez) appartiennent à la courbe 
FT. (f) pour e quelconque. Soit u, le nombre des points critiques de 
f — ez (e 0) (compte tenu de leurs multiplicités) qui appartien- 
nent à la composante F;. Il est évident que pu (f) — \ Us. 


Les points critiques des fonctions f |.=, (sur les hyperplans 
{z — e} C") appartiennent eux aussi à la courbe polaire F, (f). 
Soit l, Œ {z = 0}, et soit v; le nombre des points critiques de f |:=e 
(e = 0) (compte tenu de leurs multiplicités) qui appartiennent à l:. 
Si la fonction f [0 a un point critique isolé en 0. aucune des com- 


posantes l, n'appartient à l'hyperplan {z — 0} et nu (f |.—0o) == > Vi. 


Si F,Œ{z—0}, on a flr, #0. En effet, si fr, =0, 
alors dfir, = 0, dir, = 0, z1r, = 0. On peut développer } 
sur [,; suivant les puissances (fractionnaires) de z (ce développe- 
ment coïncide avec le développement de Puiseux de l'image de F'; par 
l'application (f, z): (C", 0)— (C?, 0), voir n° 4.3). Soit a;z°*i le 
premier terme du développement, a; # 0. On a &; > 1. Cela ressort 
du fait que les racines de l'équation f: = e (qui définit les valeurs 
critiques de (f — ez)) doivent tendre vers O pour 0. Si FT;f 
« {z = 0} (auquel cas la fonction f |.-o admet un point critique 
non isolé), on a f | T, = 0. Si tel est le cas, nous poserons &; = f. 


Lemme 5. Si a; > 1, on a 3 = via; — 1). 
Démonstration. Si a >1, alors PF, {:=0} et 


f—=a:t+...(a; 0). Supposons que la composante l'; inter- 
vient dans F, (f) avec la multiplicité un. Cela signifie que les points 
critiques de la fonction f — ez (e  O) appartenant à FF, sont non 
dégénérés. Dans le cas contraire on doit modifier légèrement la 
démonstration. Ecrivons le développement de Puiseux de l'image 
de l', par l'application (f, z): (C”. 0) — (C°, 0) sous la forme 


2=2(t)=tù, f=f(t)= ai" +... 


(série suivant les puissances entières de la variable t), où £ est un 
paramètre uniformisant. On a &; = m.k. u; est le nombre des racines 
(non nulles) de l'équation f; — ez; qui s annulent pour e +0; v; 
est le nombre des racines de l'équation 3 (t) — e. Îl est évident que 
u=m—k,v;=k, d'où pv; := (m—Kk)k = a; — 1, ce qu'il 
fallait démontrer. 


La connaissance de la courbe polaire de la singularité aide à cer- 
ner le comportement des points et valeurs criliques sous une défor- 
mation de forme spéciale. Soit F, = f -: (z: — #&)* une déformée de 
la fonction f + z°. Les points critiques de F, appartiennent à la courbe 
polaire VF. (f) de la singularité f. Considérons les points critiques 
qui appartiennent à une composante F, et qui s'annulent pour 
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£z—0. On les définit par l'équation (F,): Le 0. Il vient 
a;ez 171 +9(2—e)+o(:i7!)=0. 
Pour &; > 2 il s'ensuit que 
z=e+O(e it), F,= ae%i+ o(e°i). 


Le nombre de tels points critiques est v,;. Pour &; = 2, a; — 1 
on a 


z—e/(a;+1)+o(e), F,=ea;/(a; +1) +o(e). 


Le nombre de tels points critiques est égal à v; comme précédemment. 
Pour &; < 2 on a en première approximation jf; = 2e. ce qui coin- 
cide avec l'équation définissant les points critiques de la fonction 
(f — 2ez). Le nombre de tels points critiques est u;. Il vient 


2=(2e/(ax)) 4! ... — o(e), 


d'où F, = e* + o (e°). Il en découle le 


Lemme 6. Si a; = —1 pour a; = 2, le nombre de Milnor pu (f +2) 
de la singularité f + z° est égal à 


Corollaire. On a 
nf+)<u( !2m0) ; u + 2) = u (f |: -0) 


si et seulement si &«; > 2 pour i quelconque. 

On montre sans peine que si f € m*. i.e. si le développement tay- 
lorien du germe f ne contient aucun terme de degré << k, alors, en 
choisissant une fonction linéaire générique z, on a 4; > À pour à 
quelconque. 

Pour définir la matrice des intersections de la singularité f, on 
doit connaître celle de la singularité (f + z°) dans une base distin- 
guée de forme spéciale. Décrivons cette base. Soit À l’ensemble de 
toutes les valeurs distinctes des exposants &;. Du comportement 
asymptotique des valeurs critiques de la déformée F, = f + (z — e)° 
de f — :* décrit avant le lemme 6, il découle que, pour un e suffi- 
samment petit mais non nul, on peut choisir des nombres positifs 
re. ra pour à = 2 et pour & € À, & >> 2, de telle façon que rs << r$ 
pour &« > f, que les valeurs critiques de F, dans les points critiques 
appartenant à la composante l', avec &; = & >> 2 soient contenues 
dans un anneau {u:r, << |u|<r,} et que les valeurs critiques de 
F. dans les points critiques appartenant à la composante l, avec 
&; = «a < 2 soient contenues dans un anneau {u:r <|u|<r}. 
Soit o (r) une fonction continue non croissante monotone telle que 


94 STRUCTURE TOPOLOGIQUE DES POINTS CRITIQUES ISOLES [CH. 1 


o{=a—1 pour K<r<rs. Posons V,, = {u: arg u + 
+ 210 (|ul)}>n(2m—1)}},oùm=1.2,..., —n<argu< nn. 
Supposons que (—a;)"'£R;, où a; = pilqi, (pr, qi) = 1 (R: est 
le demi-axe positif). Dans ce cas les valeurs critiques de F, n’appar- 
tiennent ni au demi-axe R_, ni aux frontières des domaines V,.. 
Considérons un système de chemins joignant les valeurs critiques de 
F, à sa valeur non critique 0 qui définit une base distinguée de cycles 
évanescents en homologie d'une variété de niveau non singulière de 
la singularité f + z°. Nous exigeons que tous les chemins du système 
rencontrent le demi-axe R_ à l’origine et que tous les chemins issus 
des valeurs critiques de F, appartenant à V,, soient contenus dans 
V. Ce peut être par exemple le système des segments joignant les 
valeurs critiques de F, à l’origine. Un des résultats fondamentaux du 
travail [117] est le 


Théorème 19. Soit {A} une base distinguée de cycles évanescents 
pour la singularité f + z° définie par le système de chemins décrit. 
À lors: 

1. Il existe une base distinguée de cycles évanescents {AT} pour la 
singularité f ayant les indices d'intersection suivants: 


(A7 ° AF)=(A;eAÿ). 

(A oA%)=(m—m)"t pour |m'—m|=—1. 

(AFoA%)=(—1)"(A;oA;) pour |m'—m|—1, 
(m'—m)(j" —j) <0, 

(AT oA%)=0 pour |m'—m|>1 ou (m—m)(j —j)> 0. 


Un couple (m, j) est permis (i.e. se fait correspondre un cycle évanes- 
cent A7) si et seulement si le cycle À; s'évanouit le long d'un chemin 
contenu dans V,…. 

2. AF=hÇAT ! pour m>1, où h, est l'opérateur de mono- 
dromie classique de f. 

3. La condition pour que (m, j) soit un couple permis se laisse aussi 
s'énoncer comme suit : pour tout i les u, premiers couples de (m, j) sont 
permis (le cycle À; étant évanescent dans un point critique appartenant 
à la composante T', de la courbe polaire F, (f)). 


Une relation analogue existe entre les matrices des intersections 
des singularités f et f L=, au cas où f |. admet une singularité 
isolée. La fonction G, — f |... est une déformée de la singularité 
f l:=0. LesYvaleurs critiques de G, dans les points critiques qui 
appartiennent à l,; sont égales à a;e*t + o (et) pour e— 0. On 
peut donc, pour tout € suffisamment petit, choisir des nombres posi- 
tifs re, r, pour tous &« € À de telle façon que r, << r4 pour tous & € À, 
que r, < rs pour « > fi et que les valeurs critiques de G, dans les 
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points critiques appartenant à la courbe l'; avec &,; — «& soient con- 
tenues dans un anneau {u:r, << |u | <<r,}. Définissons la fonction 
© (r), les domaines P,, et le système de chemins joignant les valeurs 
critiques de G, à sa valeur non critique 0 en parfaite analogie avec la 
fonction F,, à ceci près que l’on prend en compte cette fois-ci tous 
les & € À et non seulement les «a > 2 comme précédemment. Soit 


{A:} une base distinguée de cycles évanescents pour la singularité 


Î lo définie par le système de chemins décrit, et soit {A;} une 
base distinguée correspondante de cycles évanescents (définie par le 
même système de chemins) pour la singularité f | + 2° stable- 
ment équivalente à f |... La relation entre les matrices des inter- 
sections de fm, et de f|.=0 + 2° dans les bases distinguées 


{À;) et {À,} respectivement est décrite dans le théorème 14 du n° 2.8. 


Théorème 20. Supposons que le germe f |. admette une singu- 
larité isolée en 0. On peut alors remplacer, dans le théorème 19, la 
singularité f + z° et la base distinguée de cycles évanescents {A,} par 


Î l2=0 + 2° et {A;} respectivement. 

Le théorème 20 ramène le calcul de la matrice des intersections de 
la singularité f d’une fonction de nr variables à celui de la matrice des 
intersections de la singularité f |, d'une fonction de (nr — 1) 
variables dans une base distinguée de forme spéciale et des exposants 
&;, pour les composantes Tl; de la courbe polaire F, (f). Dans le 
tableau ci-après sont résumés les résultats de calcul pour la plupart 
des singularités de la Première partie, $ 15. Ici la matrice des inter- 


sections de la singularité ÿ |, dans la base distinguée {A:}, donc 


aussi celle de la singularité f |.) + 2° dans la base distinguée {À}. 
est définie par l’un des diagrammes de Dynkine suivants: 


- pour la singularité f des séries J et E; 


ÿ—$—s pour la singularité f des séries X, Ÿ, Z et W; 


2 
—< pour la singularité f des séries Q, S, T et U. 
3 


Dans la deuxième colonne du tableau figurent les nombres: 
M, ..., My (nu = nu (f l:=0)), où l’entier naturel Af; est défini 
par la présence, dans la base distinguée {AT} de la singularité f, de 
cycles AT tels que 1<m< W;. 

Pour les singularités de corang 2 (i.e. pour les singularités des 
séries J, E,; X, Y, Z et W), on établit facilement des diagrammes. 
analogues par les méthodes du $ 4. 
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k 
Zion+6i-1 

k 
Zion+e: 

k 
Zioh+6i+1 
Won 
Wioh+i 
Wh, à 


+ 


WS 29a—1 
Wr 2a 
Wioh+s 
W 12h+6 


Qh, i 
Qoh+s 
Qeh+s 
Osh+e 
S'io1 


Ur, 2q=1 


Ujohss 


Ma, CRC Mh 


3kLi—1, 3k—1 
3k, 3k 

3k4+1, 3k 
3k41, 3k41 


4k—1, 4k—1, 4k+ p—1 
4kbr—1, 4kbs—1, 4k—1 
&k—14, 4k4Lip—t, 4k+3i—1 
4k3i, 4k—1, 4k+3i 
4k+3i+ 1, 4k—1, 4k+3i 

4kL Bit 1, 4k—1, 4k+3i+1 
4k, 4k, 4k 

4k+1, 4k, 4k 

4k+1, 4kHL1, 4k+Lit+i 

&k+ +1, 4k+q, 4k+1 


4k+g+1, 4k+q+1, 4k+1 
4k+2, 4kH1, 4k+2 
4k+2, 4k+2, 4k+2 


. 3k—1, 3k+i—1 
, 3k, 3k 

3k+1, 3k 

2, 3k+1, 3k+1 
4k—1, 4k—1, 4k—1 
&4k, 4k—1, 4k—1 
4k, 4k, 4k Li 

&k+q, 4k+q—1, 4k 


4k+9q, 4k+q, 4k 

4k41, 4k, 4k +4 

4k+ 4, 4h41, 4k+1 
p—1, g—1, r—4, 2 

3k, 3k, 3k, 3k 

3k—a, 3k+a, 3k, 3k+1 
3kLq+1, 3k+ a, 3k, 3k+L1 
3k41, 3kL1, 3kL4, 3kL1 


DRE 


L 1 e e D 


D © D D BE DR ER 
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3.8. Formes d’intersection des singularités unimodales et bimo- 
dales. Au $ 15 de la Première partie, nous donnons une classifica- 
tion des singularités unimodales et bimodales de fonctions. Dans 
ce n° nous citerons des résultats sur leurs formes quadratiques. 

Les diagrammes de Dynkine des singularités unimodales et leurs 
groupes de monodromie ont été calculés par A. Gabrielov [116]. On 
peut les déduire à l’aide des résultats du n° 3.7. Désignons par +, 
u,) et u- les indices d'inertie positif, nul et négatif de la forme 
quadratique de la singularité, i.e. le nombre d'éléments positifs, 
nuls et négatifs dans la diagonalisation de la forme d’intersection 
d’une singularité stablement équivalente à la singularité donnée et 
dépendant de nr = 3 mod 4 variables (u+ + do + u_ = L). 


Théorème 21. Les diagrammes de Dynkine des singularités paraboli- 
ques Ps, Xo et J,, Se présentent en certaines bases faiblement distinguées 
sous la forme 


Pour ces singularités on a + = 0, bo = 2 
Les diagrammes de Dynkine des singularités hyperboliques Th 4 
sont de la forme 


Pour ces singularités p+4 = do = 1. 
Les diagrammes de Dynkine des quatorze singularités unimodales 
exceptionnelles sont de la forme 


7-0626 
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Ici (k, l, m) sont les nombres de Gabrielov de la singularité (voir Pre- 
mière partie, introduction au chap. I[]),u=k+l+m. Pour ces sin- 
gularités p+ = 2, po = 0 

Entre les nombres de Gabrielov (NG) et les nombres de Dolga- 
tchev (ND) (voir Première partie, introduction au chap. II) des 
singularités unimodales exceptionnelles il existe une « dualité 
étrange », à savoir: les NG de toute singularité coïncident avec les 
ND d'une singularité (en général, distincte de la première), tandis 
que les NG de cette dernière coïncident avec les ND de la première. 
Cette dualité a été expliquée par I. Dolgatchev [95] et H. Pinkham 
[279]. 11 se trouve que les ND d'une singularité unimodale quasi 
homogène sont, dans un sens à préciser, ses NG à l'infini, et inver- 
sement. 

Les formes quadratiques et les diagrammes de Dynkine des sin- 
gularités bimodales de deux variables et leurs indices d'inertie 
s'obliennent aisément par les méthodes du $ 4. A. Gabrielov a éta- 
bli les diagrammes de Dynkine des singularités bimodales de trois 
variables (voir n° 3.7), mais ils se prêtent mal aux calculs, par exem- 
ple au calcul des indices d'inertie de leurs formes quadratiques. 
On peut obtenir les indices d'inertie des formes quadratiques d’une 
singularité bimodale quelconque à l’aide de deux résultats généraux 
dus à J. Steenbrink. Un de ces résultats permet de calculer les indi- 
ces d'inertie des formes quadratiques pour les singularités quasi 
homogènes. 

Soit f: (C7, 0) —+(C, 0) (72=3 mod 4) une singularité quasi 
homogène de poids w,, ..., w, et de degré 1 (i.e. f(x,, ..., z,)= 

n 


= ap, . Br th" .... 2, où 2 w,B;= 1) ayant un point critique 


isolé en 0. Posons /(œ) — à (a +1)u (a—=(&, ..., &n)). Suppo- 


sons que les monômes 6) | Fe 1, 2,..., u) engendrent une base 
d’anneau local J — ,O/(ôf/0x;) de la singularité f. Désignons par {cl 
la partie entière de c. 


Théorème 22 ([333]): 

u+ est le nombre des al) tels que L (at) 4 Z, [L (a«t))] est pair ; 
u_ est le nombre des aÜ) tels que L («at») Z, [I (a«U))] est impair ; 
Lu, est Le nombre des a0) tels que L (a) € Z. 


Cette proposition est connue sous le nom d'hypothèse de V. Ar- 
nolïld (voir ([147)). 

Certaines singularités bimodales (mais pas toutes) admettent des 
représentants quasi homogènes. Pour ces singularités le théorème 22 
donne u+ = 2. u, — 0. Pour le calcul des indices d'inertie des 
formes quadratiques des autres singularités bimodales, on utilise les 
résultats suivants: 
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Théorème 23 ([348)). Soit f, (x) une déformation continue de f,: 
(C", 0)—+ (C. 0) CE [O, 11), est soit u (fo) — up. u (f,;) — u’ pour 
0<t<'1. Alors > pu" et le groupe d'homologie H,_1(V,.;,; 2) 
d'un ensemble de niveau non singulier V, , du germe de fonction f; 
au voisinage de O0 admet un plongement naturel dans le groupe d'homolo- 
gie H,_1 (Vo. x; Z) d’un ensemble de niveau non singulier V,,;, du ger- 
me f,. La base distinguée de H,,_; (V,,,; Z) se prolonge alors à la base 
distinguée de H,_1 (Vo,a1; 2). 


Théorème 24 ([332]). Pour toute singularité la somme u1: + l 
est paire. 


De ces résultats on déduit le 


Théorème 25. Les formes quadratiques de toutes les singularités 
bimodales ont les indices d'inertie suivants: nu} = 2, u, = 0. 


$ 4. Matrices des intersections des singularités 
des fonctions de deux variables 


La méthode de calcul des matrices des intersections des singula- 
rités des fonctions de deux variables décrite dans ce paragraphe ap- 
partient à S. Goussein-Zadé (1144. 145]) et à N. A'Campo ([4, 51). 
Elle est applicable à toute singularité de deux variables. Cette mé- 
thode simplifie remarquablement de nombreux calculs portant 
sur Ja forme quadratique de la singularité (par exemple, le calcul 
de sa signature). 


4.1. Matrices des intersections des singularités réelles. La matrice 
des intersections d’une singularité réelle d’une fonction de deux 
variables f peut être déterminée d’après la courbe (réelle) de niveau 


nu] d’une certaine déformée f de f. 

Soit f (x, y) germe d'une fonction réelle (i.e. prenant des valeurs 
réelles sur R°< C?) holomorphe (C°, 0)—+ (C, 0) ayant en 0 un point 
critique isolé (dans l’espace C*). Supposons que f admet une défor- 


mée réelle f telle que tous ses points critiques (résultant de la décom- 
position du point critique 0 de f) soient réels et non dégénérés et que 


les valeurs de Î en tout point selle soient nulles. On voit alors sans 


peine que les valeurs de f sont négatives en tout point minimum et 
positives en tout point maximum. Si une telle déformée existe, on 
peut déterminer la matrice des intersections de la singularité f 


d'après la courbe réelle ff (x, y) = 0} dans le plan R*. 
Nous aurons besoin de quelques définitions. Soit dans un disque 
(ouvert) D du plan R° une courbe Z (fermée au sens topologique) 


ri 
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n'ayant comme singularités que des self-intersections doubles ordi- 
naires en nombre fini et approchant transversalement la frontière 
de D. Nous allons associer à la courbe / des formes bilinéaires en- 
tières, une symétrique et une alternée, sur le réseau, d’après les 
règles qui vont suivre. 

Chaque composante connexe du complémentaire de L est un 
polygone curviligne, dont certains couples de sommets peuvent coïn- 
cider (comme sur la figure 32). Partageons l’ensemble des com- 
posantes du complémentaire de ! en deux classes (première et se- 

conde), en rapportant aux classes différentes 

deux composantes ayant un côté en commun. 

Une telle répartition en deux classes est possible 

# et unique, à la permutation des classes près. 

Associons à chaque point de self-intersection 

p; de l'un générateur formel A, à chaque com- 

posante relativement compacte dans D (i.e. sans 

point commun avec le complémentaire de D) du 

Fig. 32 complémentaire de L de la première classe (U/!) 

un générateur formel A°, et de la seconde classe 

(Uÿ) un générateur formel AË. Désignons par n,, (j, à) (resp. n, (K, j)) 

le nombre des sommets du polygone curviligne U? (resp. UX) qui 

coïncident avec le point p,. Les n,, (, i) et n,, (k, j) peuvent prendre 

les valeurs 0, 1 ou 2. Désignons par n:, (k, i) le nombre des côtés 

communs des polygones curvilignes Uf et UŸ. Par exemple, sur la 
figure 32 on a mo = 1, Ro = 2 An =1(i=j=Rk—- 1). 

Construisons un réseau d'entiers sur les générateurs {A} et 
considérons la base Af, Ai, A? comme base distinguée de ce réseau 
(l'ordre des éléments AS, de même © est sans importance). Quant à la 
répartition en deux classes des composantes du complémentaire de !, 
elle ne sert qu'à fixer un ordre des éléments AS dans la base distin- 
guée. 


Définition. La forme quadratique associée à la courbe lL est définie 
par le tableau suivant des produits scalaires des générateurs : 


(Am © Am) = —26mmr (A Aÿ)= ro (j, à); 
(Aïe AË)=nu(k, j), (Aïe AË)= — nso(K, à). 


Définition. La forme bilinéaire alternée associée à la courbe L est 
définie par le tableau suivant des produits scalaires des générateurs : 


(A% ? An) 0, (A; . A) — lo (j, i), 
(AñoAÏ=ns(k, j), (Aie AË)=n0(#, i) 


(le produit scalaire change de signe quand on permute les arguments). 
On appellera diagramme de Dynkine (ou D-diagramme) de la 
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courbe L le diagramme de Dynkine de la forme quadratique associée 
a L. Ses sommets correspondent aux self-intersections de la courbe L 
et aux composantes du complémentaire de L relativement compactes 
dans D. Les sommets sont reliés dans l'ordre défini par le tableau 
des indices d'intersection. Par exemple, le diagramme de la figu- 
re 33 est le diagramme de Dynkine de la courbe représentée sur la 
figure 32 (remarquons qu'il ne caractérise aucune 

singularité). A° 


Soit f une déformée de f vérifiant, rappelons-le, 
les conditions suivantes : tous les points critiques de 


Î (engendrés par la décomposition de la singularité 4 A2 


f) sont réels et les valeurs de Î sont nulles en tout 


point selle. La courbe réelle {f — 0} n’admet alors 
(dans un petit disque D centré en 0) que des self-intersections doubles 
ordinaires. Toute composante du complémentaire de cette courbe sera 


Fig. 33 


rapportée à la première classe si la valeur de f est négative sur cette 
composante, et à la seconde classe dans le cas contraire. Les valeurs 


critiques de la fonction Î (zx, y) (ou, ce qui revient au mème, de la 
fonction de trois variables Î (x, y) + t*) sont situées par hypothèse 


sur l’axe réel du plan C des valeurs de Î. Choisissons un z, tel que 
Im z, > 0 et fixons un système de chemins joignant la valeur non 


critique z, aux valeurs critiques de f en spécifiant que ces chemins 
soient entièrement contenus dans le demi-plan supérieur Im z > 0 
à l'exception de leurs extrémités qui se confondent avec les valeurs 


critiques. Remarquons que les points critiques de f sont en bijection 


avec les self-intersections de la courbe réelle {f = 0} et les compo- 
santes relativement compactes de son complémentaire, car toute 
composante de ce type admet exactement un point critique (maximum 


ou minimum) de Fr Par le choix du système de chemins, nous défi- 
nissons les bases distinguées des cycles évanescents dans les homo- 
logies des variétés de niveau non singulières des singularités f (x, y) 
et de f (x, y) + t°. Ces bases seront désignées elles aussi par {A7}. 
Remarquons que les cycles Ai sont évanescents dans les points selle p; 


de la fonction 7, les cycles AŸ dans les points minimum appartenant 
aux composantes U? et les cycles A? dans les points maximum appar- 
tenant aux composantes Ui. 


Théorème 1. La forme d'intersection en homologie d'une variété de 
niveau non singulière de la singularité f (x, y) dans la base distinguée 


décrite {An} se confond avec la forme bilinéaire alternée associée à la 
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courbe réelle {f — 0}, et la forme d'intersection de la singularité de 
trois variables f (x, y) + t*, avec la forme quadratique associée à la 
même courbe. 


Exemples. 1) Soit f (x, y) = x" + y". La multiplicité de cette 
singularité est (m—1) (n — 1). Posons Î (x, y) = À"? (Tr. (À "z) + 


mn 
+on-mg (1-m9 


Tr y)) . Ici T, (x) = 2!" cos (n-arccos x) sont 
des polynômes de Tchébychev. On voit sans peine que la déformée 


Fig. 34 


f de f vérifie les conditions du théorème 1. La courbe {(x, y) € R°: 


f (x, y) = 0} et son diagramme de Dynkine sont montrés sur la 
figure 34 (m — 6, nr = 5). Pour m = k + 1 et n — 2 on obtient, 
de même qu'au n° 2.9, le diagramme de Dynkine classique de À; 
mais avec un ordre des sommets différent. 

2) f(x, y) = z(z*-® — y°), singularité du type D,, k> 4. 


Sa multiplicité est 4. On choisit sans difficulté une déformée 7 de Î 
ayant la courbe de niveau nul comme représenté (pour À — 9) sur 
la figure 35 (il suffit de prendre une déformée de la fonction x" -? — y° 
analogue à celle de l’exemple précédent et de la multiplier par 
(x — 2}*)). Son diagramme de Dynkine est le diagramme classique 
de D}. 

3) f(x, y) = & + zÿ$ = x (2° + y*), singularité du type E,. Sa 
déformée vérifiant les conditions du théorème 1 est Î (x, y) = 


= (x + A92/3) (x? + y9 — Xy — 28/3 V3). La courbe f = 0} et 
son diagramme de Dynkine sont montrés sur la figure 36. 
Un inconvénient du théorème 1 est qu'il est généralement assez 


difficile de choisir une déformée f conforme aux conditions du théo- 
rème. En outre, dans le cas des singularités E4 (2° + y*), ÆE; et Es 
(x + y5) par exemple, le choix le plus naturel des déformées donne 
lieu à des diagrammes non classiques qui donc demandent à être 
transformés. Il est alors plus facile de chercher non pas une défor- 
mée de la fonction mais une déformée de sa courbe de niveau nul. La 
procédure correspondante sera décrite dans les n°% suivants. Le 
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résultat ci-après permet d'éliminer dans une certaine mesure le 
deuxième inconvénient. 

Soit L la même courbe que précédemment. Abstraction faite des 
self-intersections, elle se compose de quelques cercles et intervalles. 
Autrement dit, il existe une application propre non dégénérée # : L—>D 
d'une variété différentiable Z de dimension 1 dans un disque D, 
telle que Im y = Let que y soit une application bijective de L sur L 
partout sauf en les points singuliers (self-intersections) de L. Soit 
4: L— D (tE T0, 1]) une homotopie de x (x — %o) dans la classe 


Fig. 38 


des applications propres non dégénérées, constantes sur l'image 
réciproque du voisinage de la frontière de D. Si 4, est une homotopie 
générique, le type de la courbe Im +, (considérée comme sous-varié- 
té différentiable de dimension 1 du cercle D à self-intersections 
ordinaires) changera quand le paramètre t prendra un nombre fini de 
ns La courbe subit des métamorphoses, ou chirurgies, de trois 
ypes : 

1) deux points de self-intersection de la courbe Im %, fusion- 
nent et disparaissent (fig. 37 ; le paramètre prenant une valeur excep- 
tionnelle, il se produit un simple contact des deux branches de Ia 
courbe Im %:); 

2) on voit apparaître deux nouveaux points de self-intersection 
(ce type de métamorphose est l'inverse du précédent quand on 
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change le sens de variation du paramètre t); 

3) trois points de self-intersection de Im %;, fusionnent, puis 
s'écartent (fig. 38; le paramètre prenant une valeur exceptionnelle, 
on voit apparaître sur la courbe un point triple). 

La condition de non-dégénérescence de x, (non-nullité de sa 
différentielle) interdit toute autre chirurgie de codimension 1. Les 
deux premiers types de chirurgies ne préservent pas le nombre total 
des points de self-intersection de la courbe Im #,, ce qui entraîne le 
changement de la dimension du réseau d'’entiers associé à cette 
courbe. Le troisième type de chirurgie conserve la dimension du 
réseau et aussi la forme bilinéaire associée à Im %,: seule change la 
base dans le réseau sur lequel cette forme est définie. 


Définition. On dit que l'homotopie y, est permise si, quel que 
soit le paramètre t € [0, 1], il n'existe de points k;,  h, de L tels 
que %r Vu) = %e (2), Im dus (x) = Im dy (h:) (dye — différen- 
tielle de l’application y,) et si en outre la courbe Im #, n’admet que 
des self-intersections doubles ordinaires. 

On montre qu'une homotopie permise est celle pour laquelle la 
courbe Im 7, ne subit que des chirurgies du troisième type (et t = 1 
n'est pas une valeur exceptionnelle du paramètre, i.e. n’entraîne 
aucune chirurgie). Si %, est une homotopie permise, les courbes 
Im #, = L'et Im y, ont même nombre de self-intersections (et même 
nombre de composantes du complémentaire). Les réseaux d'’entiers 
correspondant à ces courbes ont donc même dimension. 


Théorème 2. Soit 4,:L—> D une homotopie permise. Alors les 
formes bilinéaires symétrique et alternée associées à la courbe Im #: 
se laissent déduire des formes associées à la courbe Im %, = ! moyennant 
un changement de la base distinguée. 

Pour la démonstration, on peut exhiber un changement de base 
correspondant à une chirurgie du troisième type sur Im 7,. Seuls 
seront transformés quatre cycles évanescents correspondant aux 
trois points de self-intersection de Im #,, qui fusionnent à la suite de 
cette chirurgie, et à un triangle curviligne ayant ses sommets dans ces 
points, composante connexe du complémentaire de la courbe Im #.. 
On peut décrire explicitement un tel changement de base dans un 
exemple où l’homotopie correspondante #, se réalise comme déploie- 


ment de la déformée f de la singularité (par exemple, pour f, (x, t) — 
= zey- (x + y +t); t — 0 est une valeur exceptionnelle du para- 
mètre). Les systèmes de chemins définissant dans ce cas les bases dis- 
tinguées sont décrits avant le théorème 1. En laissant sortir { dans 
le domaine complexe et en faisant un demi-tour autour de la valeur 
exceptionnelle { — 0, on suit la transformation du système de che- 
mins correspondant. 

Soit & = t, la valeur du paramètre pour laquelle la courbe Im #, 
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subit une métamorphose du troisième type. Pour fixer les idées, admet- 
tons que pour {<<t, le triangle ayant ses sommets dans les trois points 
fusionnants se rapporte à la première classe des composantes du 
complémentaire de la courbe Im 7, (c'est la classe des composantes 


sur lesquelles la déformée f reste négative). Pour t > t, le triangle 
analogue se rapporte à la seconde classe. Soient A, An+1: Am+o les 
cycles évanescents correspondant aux trois points de self-intersec- 
tion, et A,+3le cycle correspondant au triangle ayant ses sommets 


| S]: 
LOTS 


Fig. 39 


en ces points. Alors la suite des opérations B,,+4, Bm+e; Bm+i Dm+ir 
Brntos Bm+ss Bm+zr Bmier Pm+1 est équivalente à la métamorphose 
considérée de la courbe Im 7. 

Comme exemple d'application du théorème 2, on montre sur la 
figure 39 la réduction à la forme classique par l'homotopie permise- 
des diagrammes de Dynkine des singularités E4 (2 + y*), E; (© + 
+ zyÿ) et Eg (2° + y) (voir exemples { et 3). 

La démonstration du théorème 12 du n° 3.6 est donc achevée. 


Légèrement modifiée, la méthode décrite de calcul de la matrice 
des intersections de la singularité de deux variables s'applique aux 
singularités de bord (voir Première partie, n° 17.4); on montre que. 
les diagrammes de Dynkine des singularités R,, C, et F, sont des 
diagrammes classiques des algèbres de Lie correspondantes, tandis que 
leurs groupes de monodromie (pour un nombre impair de variables) 
sont les groupes de Weyl classiques correspondants (n° 5.2). 


4.2. Germes de courbes complexes et singularités des fonctions 
de deux variables. Soit f: (C?, 0) — (C, 0) un germe de fonction 
holomorphe qui admet un point critique isolé en 0. Le germe de cour- 


be M (f) = {x € C’: f (x) = 0} peut être réductible. Soit M (f) = 


—  (J A; sa représentation sous la forme d'une réunion de r 
= 

composantes irréductibles. Pour chacun des germes de courbes com- 

plexes irréductibles M;, il existe un germe d'application @;: (C;,0)— 

— (C°, 0) (l’uniformisation) tel que Im œ; = M, et est un iso- 
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morphisme des courbes C, et M; partout sauf en 0. Le germe , est 
défini au germe près de l’isomorphisme holomorphe (C;, 0)—> (C;. 0) 
(changement du paramètre d’uniformisation). Pour de petites défor- 


ee r Co 
mées ®, des applications génériques ;,, la courbe complexe |} Im, 
i=i 


i= 
{au voisinage de 0) n’admet comme singularités que des points dou- 
bles ordinaires. Leur nombre, qui est bien sûr indépendant du choix 
des déformées, sera désigné par s = sf{p,} = s(f). 


Lemme 1. La multiplicité de la singularité f est égale à u(f) — 
= 2s (f) — (r — 1). 


La proposition suivante permet de réduire le calcul de la matrice 
des intersections d'une singularité arbitraire d’une fonction de deux 
variables au cas d'une singularité réelle. 


Théorème 3. Pour toute collection de germes d'applications {:} 
(os: (C;, 0) —+ (C°, 0), p; associe bijectivement C; à son image, Im p;# 
= Im y; pour i Æ j), il existe une collection de germes réels d'applica- 
tions {b,} appartenant à la même composante connexe de l'ensemble 
s — Cte dans l'espace de toutes les familles de r applications (C;, 0)—+ 
—+ (C°, 0) que {qi}. 

Les applications (ou courbes) {p,} et {y} ont alors mêmes cou- 
ples de Puiseux et mêmes ordres des contacts deux à deux, ce qui 
fournit le moyen de construire les applications {1;}. 


Corollaire. Pour toute singularité d'une fonction de deux variables, 
il existe une singularité réelle qui appartient à la même composante 
connexe de l’ensemble u —Cte dans l'espace de tous les germes de fonc- 
tions (C°, 0)—+ (C, 0) et qui a donc la même matrice des intersections 


Cette proposition n'est pas démontrée pour les singularités 
d'un plus grand nombre de variables. 
Si toutes les applications o, sont réelles et admettent des défor- 


2 r C2 
mées réelles y; telles que la courbe (|J Im y; n’a que des points 
im 


doubles ordinaires et que tous ces s points sont réels, alors le dia- 


gramme de Dynkine de la courbe réelle Û Im qui) N R° est le 
imi 

diagramme de Dynkine de la singularité f qui correspond à la col- 

lection d'applications {p; | i = 1,...,r}. Cela ressort du fait que 


la déformée j de f correspondant à la déformée {p:} de la collection 
d'applications {p;} est conforme aux conditions du théorème 1 
{n° 4.1) 

Théorème 4. Pour toute collection de germes d'applications réelles 
{pi} (P:: (Cr, 0)—> (C°, 0)) il existe des déformées réelles {p;} pour 
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lesquelles la courbe U Im 7 n'a que des points doubles ordinaires 


qui sont tous réels. 


Remarquons que les deux démonstrations connues de ce théorème 
ont un caractère constructif, i.e. permettent de construire les défor- 
mées en question. Au n° 4.3 nous décrirons un moyen de construction, 
qui est le plus facile à comprendre sans toutefois être le plus efficace. 

Il ressort du théorème 4 que si f: (C°, 0)—+ (C, 0) est une singula- 
rité réelle telle que la courbe {f — 0} est réelle (i.e. que toutes ses 
composantes irréductibles sont réelles), alors f admet une déformée 


réelle f conforme aux conditions du théorème 1, i.e. n'ayant que des 
points critiques réels non dégénérés avec les mêmes valeurs critiques 
en tout point selle. 

Ce résultat se démontre d'une façon presque analogue pour toute 
singularité réelle de deux variables. 


4.3. Résolution des singularités de fonctions de deux variables 
et construction de leurs déformées réelles. La résolution de la singu- 
larité d’une fonction f: (C°, 0)—> (C, O0) (ou d'une courbe {(x, y): 
Î (x. y) = 0}) peut être réalisée par une suite d’éclatements. 

Considérons un espace vectoriel complexe C" et son point O. 
Ün éclatement de centre en 0 est une application ©: II"—> C" d'une 
variété complexe II" de dimension x telle que: 

o est un isomorphisme analytique en dehors de l’image réciproque 
du point O€EC; 

l'image réciproque ©”! (0) du point O0 est un espace complexe 
CP"”1 de dimension (7 — 1) (le complété projectif de C') collé au 
complémentaire II" — o-! (0) = C" — 0 de telle façon que la droi- 
te dans C” passant par 0 soit adjacente au point du complété projectif 
CP'-1 de C” qui lui correspond. 

On obtient donc la variété II" à partir de l’espace C' en collant 
l’espace projectif CP"-1 de dimension (r — 1) à la place du point 0. 

Un éclatement de centre en 0 de C" peut être décrit comme suit. 
Soit (C* — 0) — CP"-1 une application de complétion projective 
qui à tout vecteur non nul de C” associe une droite engendrée par ce 
vecteur. Considérons le graphe de cette application comme un sous- 
espace du produit C" X CP"-1. Ce n’est pas une sous-variété fermée 
de l’espace C" x CP"-1. On montre cependant que son adhérence II" 
est une sous-variété fermée non singulière de dimension n du produit 
C' x CP"-1. La projection canonique [I -- C* x CP'-1— C? est 
une bijection partout sauf en 0 de C”. Le point O0 a comme image 
réciproque l’espace projectif O x CP"-1 L'application II" — C" 
est un éclatement de centre en 0 de C". 

On peut aussi décrire la variété Il" d'une autre façon, au moyen 
de coordonnées. Soient x;,. . ., x, des coordonnées dans l’espace C”, 


108 STRUCTURE TOPOLOGIQUE DES POINTS CRITIQUES ISOLÉES (CH. ! 


et u1: ... : u, les coordonnées homogènes correspondantes dans 
l'espace projectif complexe CP"-1. Soit II" un sous-espace dans le 
produit C" x CP”-1 défini par les équations zu, = u;z, (1< i, 
j<n). (ts, ...,zn) EC", (w:... :uh) € CP'71. On montrera plus 
tard que IT" est une variété de dimension 7. Soit ©: II" =- C? x 
x CP"-1+ C']a projection sur le premier facteur. Sixz— (21,...,x,)# 
= 0, l’image réciproque 0" ‘{x) de zx € C” se réduit à un point unique 
(Zi, ..., Tn3 T1: ...: Zn). L'application o définit donc un isomorphis- 
me I" — 6-1 (0)—+ C'—0 partout sauf l’image réciproque de 0 € 
€ C'. Le point OEC' admet comme image réciproque l'espace 
O x CP"-1 isomorphe à l'espace projectif CP'-1. 

Soit L la droite dans C” qui passe par les points Oet (x°?,...,2;). 
Elle est constituée de points de la forme (éx, .. ,tæ) (t € C). 
L'image réciproque 01 (L — 0) de la droite ZL privée ‘de son point 0 


est la réunion des points de la forme (tx, ..., {x,; 2° A 78 
(t O0) appartenant au produit C" x CP"-1 L’ ‘espace si TA — 0) 
a donc comme adhérence la droite {(éxf,..., 12%; x:...:2)}c 
a C'" x CP"-1. Cette droite passe par le point . 0:x a 129) 


de l’image réciproque ©”! (0) = O0 x CP”'-1 de. a la 
droite L. 


Pour montrer que l’espace II" est une variété complexe non 


Mo examinons-le au voisinage d’un point (0, ..., O, 
u$:...:ur) € C" x CP""1, Soit par exemple u! 0. Puisque 
U:...:u, sont des coordonnées homogènes dans l'espace CP'"1, 


on peut admettre que u? = 1. Soit C1 CP"-1 la partie affine de 
l'espace projectif CP"-1 définie par ‘la condition u, = {. Dans la 
partie C" x C'-1 du produit C" >: CP"-1, l’espace Il" peut être 
défini par É équations Tj = Ti) G = — 2,...,n). On voit donc que 
l'espace IT" N (C* x C7?) est isomorphe à à un espace vectoriel com- 
plexe de dimension #7 muni de coordonnées z1, U:, . . ., un et, par 
conséquent, est non singulier. Des équations définissant Il” il 
découle que dans la partie définie par la condition u, — 1 les coor- 
données u,, . . ., u, Se laissent exprimer en fonction des coordonnées 
Lis + + En dans C” au moyen des formules u; = xy/r;, (j = 2,...,n). 

On montre sans peine que la construction décrite est indépendante 
du choix des coordonnées zx1,...,z, dans C” et est donc applicable 
à n'importe quel espace analytique complexe et à son point non 
singulier. Pour la démonstration, il suffit de vérifier que tout iso- 
morphisme analytique complexe local (C', 0)—> (C"', 0) se laisse 
relever en isomorphisme analytique complexe II"—+> IT" au voisina- 
ge de l’image réciproque ©"! (0) — CP7-1. 

Soient à présent n = 2, f: (C°, 0) — (C, 0) un germe de fonction 
holomorphe ayant un point critique isolé en O0, M = {(x, y): f (x, y) = 
= 0} un germe de courbe analytique complexe dans l’espace C*. Par 
l'éclatement o:11*—- C*° de centre au point 0, la droite projecti- 
ve CPICTI* de coordonnées (u: v) vient se coller à la place du point 
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0€ C*. La composée f + © est alors une fonction holomorphe sur le 
voisinage de l’espace ©”! (0) dans la variété IT*. La fonction f ° © 
admettra d’une façon générale des points critiques non isolés. Elle 
s'’annule sur la droite projective collée CP'C IT?, la droite CP! 
intervenant dans le diviseur {f ° & = 0} avec la multiplicité égale 
au degré m du germe f: (C°, 0)—+ (C, 0). Cela signifie qu'au voisinage 
du point (1 :0) € CPI TT défini par la condition u = 1 la fonction 
f °« o s'écrit sous la forme f ° 6 = r"-g,, où g, ne s annule pas identi- 
quement sur la droite projective collée CP1. Le degré m du germe f 
est le plus petit des exposants des monômes qui interviennent avec des 
coefficients non nuls dans le développement de f. Une relation 
analogue (f ° 6 = y”"-g,) a lieu aussi au voisinage du point (0:1)€ 
€ CPI IT° défini par la condition v = 1. On ne doit donc pas con- 
sidérer comme singularités de f + © la totalité des points en lesquels 
sa différentielle s'annule: de tels points sont trop nombreux et, de 
surcroît, la fonction f « & est équivalente à x au voisinage de la 
plupart de ces points. On ne retient donc que les points où g, (ou g2) 
s'annule. Or, g, (et g.) est une fonction sur la partie de la variété [T° 
définie par la non-nullité de l’une des coordonnées. On ne peut pas 
la définir sur Il° d’une façon intrinsèque (sans l’assimiler à une 
section de fibré). 

Pour éviter de pareils obstacles, au lieu de considérer la singu- 
larité de la fonction f: (C*. 0) —+ (C, 0). nous considérerons la singu- 
larité du germe de courbe Af = {f = 0}. Comme on l’a vu au n° 4.2, 
le problème de construction des déformées réelles de la singularité f 
nécessaires pour la détermination de sa matrice des intersections se 
laisse réduire au problème de construction des déformées réelles de 


la courbe ÀAf. Soit M = U M}; la décomposition du germe M en 
ini 


composantes irréductibles. Chacune des courbes À, se laisse définir 


r r 
par une équation f; — 0 de degré m, (où f — [] fi, m = >, mi). 

ie! = 
Considérons provisoirement une des courbes irréductibles W; (en 
omettant son indice i). Comme nous l'avons déjà dit, il existe un 
germe d'application : (C, 0)—> (C°, 0) qui a pour image le germe W 
et qui est un isomorphisme C — O0 —+ M — O partout sauf en 0. 
L'application o se définit par les formules x = z(t) = at" +... 
y = y(t) = bt" +..., où les points de suspension remplacent 
la somme des termes de degrés plus élevés (t est la coordonnée sur la 
droite C, et x, y les coordonnées sur le plan C*; on a soit a 0, soit 
b = 0). On montre que l’entier naturel m coïncide avec le degré du 
germe de la fonction qui détermine la courbe {f. Quitte à faire un 
changement linéaire de coordonnées dans l’espace C*, on peut sup- 
primer le terme de degré m dans la série de y (t), i.e. poser x ({) — 
= Qt+...,y(t) = bf +...,avec n > m,a Æ 0. On peut ensuite 
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faire un changement (local) t=V/rt)= "Va x YMET 
— W/a(t+...) de la coordonnée sur la droite C et poser 
z(t=t", y(t)= bb" +... (n>xm). Si n est divisible par m 


(n = k-m), le changement x — x, y — y — br* annule le terme de 
degré n dans la série de y (t). On peut donc, après avoir effectué les 
changements de variables dans l’image réciproque C et dans l’image 
directe C*°, admettre que l'application qç se définit par les formules 


z(t) = 1", y(t) = D ant" (n> m, a, 0), où n n'est pas divi- 
hR>n 


sible par m. Alors le plus grand commun multiple de m, de nr et des k 
tels que a; = 0 est 1. On voit sans peine que dans ce cas la cour- 
be M est tangente à la droite de coordonnée y — 0. L'équation de M se 


laisse écrire sous la forme y — Ÿ ax". La série N° ax" 

R>n R>n 
suivant les puissances fractionnaires de la variable x est appelée 
série de Puiseux de la courbe À. Le couple d'’entiers naturels (n, m) 
est appelé exposants supérieurs de Puiseux de M. 

Pour donner une description plus exhaustive au germe de M, on 
utilise les couples caractéristiques de Puiseux. Mettons le rapport r/m 
sous la forme d'une fraction irréductible 7,/m,. Le couple (71, m1) 
s'appelle premier couple caractéristique de Puiseux du germe de 
courbe M. Si le plus grand commun multiple de nr et m (égal à m/mi) 
est 1 (auquel cas on a bien sûr m, — m), le couple en question 
épuise tous les couples caractéristiques de Puiseux. Si m/m, > 1, 
posons k, — min {k: a; -Æ0, k est non divisible par (m/m:)}. 
Mettons le rapport :./(m/m,) sous la forme d’une fraction irréducti- 
ble n./m.. Le couple (r., m.) s'appelle deuxième couple caractéristi- 
que de Puiseux du germe de courbe M. Si m/(mim.) = 1, les deux cou- 
ples en question épuisent tous les couples caractéristiques de Puiseux. 
Si m/(mim:) > 1, posons k, = min{k: a; 0, k est non divisible 
par (m/mim.)}, ks/(m/(mim.)) = nsÎMms, .. On obtient en fin de 
compte une suite de couples premiers entre eux d’entiers naturels 
(ri, Mu), (n2, m2), . . ., (n,, m4), dits couples caractéristiques de Pui- 
seuxz de la courbe M. "On a alors mi-...-m, = M, NRj-iMi Ni. 
On montre que les couples caractéristiques de Puiseux fournissent 
une description topologique assez détaillée du germe de courbe M. 
En particulier, deux germes de courbes ayant mêmes couples caracte- 
ristiques de Puiseux sont topologiquement équivalents entre eux et 
sont les variétés de niveau nul des singularités de germes de fonctions 
qui se trouvent dans une même famille u — Cte. 

Voyons ce qui arrive à la courbe M quand on effectue un éclate- 
ment © :11°—> C?. Dans la partie affine de la variété IT* définie par la 
condition u — À, on a comme coordonnées zx et v = y/zx ((u:v) sont les 
coordonnées homogènes sur la droite projective CPC II*). Des 
formules x (t) = t", y(t) — {" +... il ressort qu'en coordonnées 
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(x, v) sur Ion azxz(t) = t",uv(t) = 1" + ...11 s'ensuit que l'i- 
mage réciproque ©? (}f — 0) de la courbe M privée de son point 0 
par l'application o est complétée en la courbe o-1! (M) dans la varié- 
té IT, cette dernière courbe rencontrant la droite projective collée 
CP1 au point (1 : 0). En considérant les équations paramétriques de la 
courbe ©”! (W), on voit qu'elles sont, dans un sens à préciser, de 
degré plus bas que celles de la courbe À/. En effet, si m< n << 2m, 
le degré de la courbe o-1 (M) (égal à n — m) est simplement plus 
petit que celui de 47. Si au contraire #7 > 2m, le degré de la courbe 
6"! (M) (égal à m) coïncide avec celui de M, mais le premier des 
exposants supérieurs de Puiseux (n7 — m, m) de oo”! (M) est moins 
grand que celui de W. 


Ainsi donc, la singularité de la courbe M = o1 (A1) est plus 
simple (au sens précisé ci-dessus) que celle de la courbe M. En effec- 
tuant un éclatement sur la surface ÏT° de centre en un point singulier 


de M — 071 (A1), nous obtenons une surface Ïl° (o: + T°) et. 


une courbe À] — 6-1 (M) sur cette surface dont la singularité est 
encore plus simple. La droite projective complexe qui vient se col- 


ler sur [1° pendant cet éclatement rencontre transversalement en un 
point (et un seul!) la droite projective collée lors du premier écla- 
tement. En faisant autant d’éclatements que nécessaire, nous finirons 
par trouver une image réciproque de Àf sans singularité. 

Supposons maintenant que la courbe 4 ne soit pas nécessaire- 


ment irréductible (M — U M;). En effectuant un éclatement 
es 1 


es 
en O0, puis dans les points singuliers des images réciproques des 
courbes 17,, etc., nous finirons par obtenir les r images réciproques 
des Àf; sans singularités. Autrement dit, nous obtiendrons une appli- 
cation analytique nm: (Z, Zo)— (C°, 0) (composée d'éclatements) 
d’une surface analytique non singulière Z dans l’espace C* telle que : 

1) la restriction de x à Z — Z, est un isomorphisme Z — Z,—+ 
—C° — 0: 

2) le sous-espace Z, = nr”? (0) est réunion de droites projectives 
complexes en position générale sur Z; 

3) les images réciproques x 71 (M;) des courbes M, C° (adhéren- 
ces de 77! (M; — 0)) sont des courbes non singulières sur la surface 
Z. La généricité des courbes projectives formant le sous-espace 2. 
veut dire que celles-ci ne présentent que des intersections réciproques 
deux à deux et que deux droites projectives ou bien nese coupent pas, 
ou bien se coupent transversalement en un seul point. 

Les courbes 71 (M;) peuvent être tangentes l’une à l’autre, ainsi 
qu'aux droites projectives complexes collées. On voit sans peine qu’un 
éclatement effectué au point de tangence de deux courbes non singu- 
lières a pour effet de baisser l’ordre du contact des courbes, et un 
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éclatement effectué au point de leur intersection transversale 
écarte les courbes, i.e. les rend disjointes. On peut donc, quitte à faire 
autant d'’éclatements supplémentaires que nécessaire, admettre que 
les courbes x"! (M;) ne se rencontrent pas entre elles et coupent 
transversalement l'image réciproque Z, de 0 en ses points non singu- 
liers (i.e. en dehors des points d'intersection des différentes droites 
projectives collées). 

Une telle application x : (Z, Z,)—> (C°, 0) sera appelée désingulari- 
sation de la courbe M = {(x, y): f(x, y) = 0}. On montre que cette 
application est une désingularisation de f au sens du n° 3.5. 


CH 


Fig. 40 


Par exemple, supposons que la courbe M soit irréductible et définie 
paramétriquement par zx = {*, y = t“. Un éclatement de centre en 0 
la transforme en une courbe d'équations x = t*,y = t°. En effectuant 
un éclatement au point singulier de cette dernière, on obtient une 
courbe sans singularité, tangente à une droite projective collée, le 
contact étant simple. Un éclatement effectué au point de tangence 


+ EH 


Fig. 41 


aura pour effet l'intersection de l'image réciproque de avec deux 
droites projectives collées, au point d'intersection de ces droites. 
Enfin, un éclatement en ce point rendra définitivement génériques 
l’image réciproque de la courbe en question et toutes les droites 
projectives collées (fig. 40; pour la clarté du dessin, la courbe M et 
ses images réciproques sont tracées en trait gras et les droites projec- 
tives collées sont numérotées dans l'ordre de leur apparition). 
Un autre exemple (pour la singularité de la fonction f (x, y) = 
z(+yÿ), M=MU Ma, M = {=0} M = {À +y — 
0}) est donné sur la figure 4. 

On montre sans peine que la multiplicité et, par conséquent, la 
matrice des intersections de la singularité de la fonction correspon- 


& 4] MATRICES DES INTERSECTIONS DES SINGULARITES 113 


- 
dant à la courbe M = |] ;, dépendent des droites projectives 
{mi 


collées et des images réciproques des W, qui se rencontrent et ne 
dépendent pas des points en lesquels a lieu l'intersection (transver- 
sale). Il s'ensuit que l’on ne change pas la multiplicité de la singu- 
larité ni sa matrice des intersections si l’on admet que toutes les 
droites projectives collées et les images réciproques des courbes M, 
sont réelles (i.e. que tous les éclatements ont été effectués aux points 
réels des surfaces correspondantes et que les courbes W; étaient elles- 
mêmes réelles). Si tel est le cas, on voit sur les figures 40 et 41 les 


Fig. 42 


parties réelles des droites projectives collées et des courbes Àf.. 

En principe, la construction que nous venons de décrire démon- 
tre le théorème 3. 

La contraction de l’une des droites projectives collées (plus exac- 
tement, de celle qui a été collée la dernière) conduit à l'intersection 
en un point de quelques courbes non singulières (droites projectives 
collées et images réciproques des courbes Àf;), les intersections étant 
transversales deux à deux. Par déformation, on s'arrange pour que 
ces courbes ne se coupent que deux à deux et pour que les intersec- 
tions deux à deux simples soient toutes réelles (fig. 42). 

En contractant de cette façon toutes les droites projectives 
collées (dans l’ordre inverse de leur apparition pendant la désingula- 
risation) et en supprimant par déformation toute intersection 
plus que double après chaque contraction, nous finirons par 
obtenir des déformées de courbes initiales 47, qui n'auront que des 
intersections doubles ordinaires (self-intersections ou intersections 
deux à deux), toutes les intersections étant réelles. Ainsi nous 
aurons construit les déformées des courbes M, nécessaires à la déter- 
mination de la matrice des intersections de la singularité, conformé- 
ment au n° 4.2. 

Pour les singularités dont les résolutions ont été représentées 
sur les figures 40 et 41, on voit les constructions correspondantes 
sur les figures 43 et 44. 

Le mode de construction des déformées réelles que nous avons 
proposé a l'inconvénient de nécessiter une suite d'éclatements pour 


8 -0626 
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la désingularisation, or, c'est une procédure assez longue. Par exemple, 
pour la singularité x" + y" envisagée au n° 4.1 (exemple 1), on 
est amené à effectuer toute une série de constructions (pas trop diffi- 
ciles d’ailleurs). Il existe une méthode plus efficace, fondée sur la 
récurrence sur les couples de Puiseux de la singularité, mais elle 
est plus difficile à décrire. 


1 4 1 3 1 3 
5 -K u x - OX 
1 1 L 
Fig. 43 
1 
+ 8 eo pee 
3 1 1 
1 1 
Fig. 44 


4.4. Diagonalisation partielle de la forme quadratique de la 
singularité. Nous avons déjà dit que la possibilité de mettre le 
diagramme de Dynkine de la singularité d'une fonction de deux 
variables sous forme de diagramme de Dynkine d’une courbe réelle 
facilite singulièrement certains calculs liés à la forme quadratique 
correspondante (par exemple, le calcul de ses indices d'inertie). 

Les indices des intersections des cycles évanescents (formels) 
associés à une courbe réelle L (voir n° 4.1) sont liés entre eux par une 
relation particulière. 
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Lemme 2. On a l'égalité 


2r:0 (K. = na (k, j) Rio (j. à). 
j 


La démonstration s'obtient par un raisonnement géométrique 
élémentaire. 


Plongeons un réseau d'entiers muni de la base Af, Ai, A$ dans 
l'espace vectoriel réel R° muni de la même base, puis faisons le 
prolongement de la forme quadratique (x + y) à R' tout entier. Dé- 
finissons dans R' une nouvelle base A?, A, Af telle que 


A%= A9+ 2 S (A%A!) AI, 
j 

Af — A? LS AfoAi) A; 

À à + 9 2j R° i) J° 


J 


A l'aide du lemme 2, on vérifie sans peine que (A2 0 A!) = (Ai o Ai) = 

= (A$ o Af) = 0. De plus (AïoAÿ)= — 26,;. Nous venons de 

faire une diagonalisation partielle de la matrice des intersections. 
On voit sans difficulté que 


(AA?) = —2+— D Lio (i, OP 


(AioAt)= —2++ Din, D 


J 


I1 s'ensuit que si, parmi les domaines limités par la courbe / (ou 
par une courbe déduite de ! par homotopie permise), il y a au moins 
un quadrilatère, sa forme quadratique n'est pas définie négative, et 
s’il y a parmi ces domaines un n-latère à n >> 4, elle n’est même pas 
semi-définie négative. 

Voici un exemple d application de cette construction. Pour une 
forme quadratique sur le réseau Z* la notion de déterminant a un sens, 
car le déterminant d’un changement de base dans un réseau d'entiers 
est égal à +1. Soit D(f) le déterminant de la forme quadratique 
correspondant à la singularité f. Le déterminant D (jf) est égal à 0 si 
l'application i,: H,_: (V,)— H,-,(V,, 0V,) des groupes d’homolo- 
gie induite par le plongement V, ©- (V,, 8V,) (pour la singularité 
f(x, y) + t*) n'est pas un monomorphisme;: dans le cas contraire, 
D(f) est égal au signe près à l’ordre du conoyau H,,_,; (V,,0V,)/Imi, 
de l'application i, (la matrice de i, est précisément la matrice des 
intersections de la singularité). 


ge 
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Théorème 5. Soient f : (C°, 0)— (C, 0) la singularité d'une fonction 
de deux variables et r le nombre mazimal des facteurs dans la décomposition 
du germe de fonction f en produit de facteurs irréductibles (i.e. le nombre 
des composantes irréductibles de la courbe {f = 0}). Alors D(f) est 
divisible par 2"71 

Dans le cas particulier où f est réductible, i.e. r > 1, l'applica- 
tion ë, (pour la singularité f (x, y) +t*) ne peut être un isomorphisme. 

Démonstration. Conformément aux théorèmes 3 et 4 


(n° 4.2), construisons une famille d'applications réelles qu: C;,— C 
(définies au voisinage de 0), telle que le diagramme de Dynkine de la 


courbe (.U Ù Im qu) N R° se confonde avec celui de la singularité f. 


Soit {A»} une base du réseau sur lequel la forme quadratique (xcy) 
est définie pour la courbe en question. 
Le nombre des self-intersections s de 


© la courbe (UIm ®:)N R° est égal au 
nombre des éléments de base Aj. Le 


nombre des autres éléments de bee 

(AS et AË) est égal à s— (r — 1) 

(voir le lemme 1 du n° 4.2). La matrice 

> CU?) de passage de la base {A} du réseau 

d'entiers à la base {A9} de l'espace 

R° An plus haut a le détermi- 

nant +1. Le déterminant D (f) 

se confond donc avec celui de la 

matrice de la forme quadratique de 

Fig. 45 la singularité f par rapport à la 

base {A9}. Ce déterminant se décom- 

pose en produit des trois déterminants : | (A°° A2.) |, | (AZ o A?) | 

et | (AjcAÿ) |. Le dernier facteur est égal à (—2)°. On voit sans 

peine que les indices des intersections (A°°o A?) et (Año Af.) appar- 

tiennent à l'ensemble des demi-entiers (1/2-7). Donc | (A0 A?) x 
X | (AñoAË) |E 2-**CU-D.Z, d'où il ressort que D,(f) = +2* x 

X | (Afo AŸ)|-| (AËo AË.)| appartient à 2-17, ce qu'il fallait 

démontrer. 

Par exemple. pour la singularité 43 (f(x, y) = x**! + y) le 
déterminant D (f) est égal à (—1)* (4 + 1). 

Citons un autre exemple de diagonalisation partielle de la for- 
me quadratique de la singularité d’une fonction de deux variables. 
Considérons la singularité de la fonction f (x, y) — x° + x°y? + y5. 
Elle est équivalente à celle de la fonction (12°+y*) (12°+y*). La 
déformée réelle de la courbe {f (x. y) — 0}, qui n’a que des self- 
intersections doubles ordinaires réelles, est montrée sur la figure 45. 
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La multiplicité de f est 11. Ecrite dans la base AS définie plus haut, 
Ja forme quadratique de f se décompose en somme directe de trois 
formes quadratiques. La première —sur le sous-espace de dimension 


6 engendré par les éléments A; — est définie négative. La secon- 


de — sur le sous-espace de dimension 1 engendré par l’élément A° 
auquel correspond le quadrilatère U* sur la figure 45 — est nulle. 
Enfin, la troisième est définie sur le sous-espace de dimension 4 


engendré par les éléments A°,.... A! auxquels correspondent sur la 


Fig. 46 


figure 45 les boucles U?, U®. et les triangles U£ et U5. On a (Aïe À;) = 
= (Afo A?) = — 3/2, (Afo Aî) = (A°o AS) = — 1/2, (A0 À;) = 
— (A°o A9) — (A%o A°) = 1/2 (voir la figure 46 où sont indiqués 
les indices des self-intersections et les indices des intersections des 
éléments de base A°, multipliés par 2 pour plus de commodité). 
Une telle forme se prête aisément à la diagonalisation et a l'indice 
d'inertie positif À et l'indice d'inertie négatif 3. Il s'ensuit que la 
forme quadratique de la singularité f a l'indice d'inertie positif 
pu = 4, nul pu, = 1 jet négatif u_ — u — 2 = 9. Il s'agit donc 
d'une singularité is oerboliqué au sens de la Première partie. 


$ 5. Formes d'intersection des singularités 
de bord et topologie des intersections complètes 


Ce paragraphe décrit brièvement quelques généralisations liees 
aux notions de forme d'intersection et de cycle évanescent pour les 
singularités de fonctions sur une variété à bord. pour les intersec- 
tions complètes, etc. 


5.1. Singularités et actions des groupes finis. Certains résultats 
et notions dégagés dans les paragraphes précédents se laissent géné- 
raliser au cas d'un germe de fonctions f: (C*, 0) — (C. 0) invariant 
par l’action linéaire d'un groupe fini G sur l’espace C”. Dans cette 
voie on rencontre naturellement les singularités correspondant aux 
algèbres de Lie B4, C», F, et G, dont les systèmes de racines contien- 
nent des vecteurs de longueur différente. 

Soit une représentation linéaire du groupe fini G sur l'espace 
vectoriel complexe C'. La transformation de C” correspondant à 
un élément g de G sera notée T',. Soit f: (C", 0) —+ (C. 0) un germe 
de fonction invariant par l’action de G. i.e. tel que ÿ (T,x) = f (x) 
pour g € G. Alors G opère sur une variété de niveau non singulière 
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V, == fl (e) N 2, de la fonction f au voisinage du point critique, 
donc aussi sur son groupe d'homologie A, -, (V,) à coefficients dans 
les groupes Z, KR ou C. 

Dans le cas où / est une singularité ordinaire d'une fonction (i.e. 
quand G est trivial), la multiplicité de f est la dimension de l’espace 
Hh-1 (Ve; R) (ou An: (Ve, C)). Si G est non trivial, l'analogue 
naturel de la dimension est le G-module [Æ,,-; (V.; Rj)](oufÆ,_;, (V,: 
C)]) comme élément de l'anneau RR (G) (resp. de Rc (G)) des repré- 
sentations réelles (resp. complexes) de G (voir [316]). L'élément 
[H,-1 (V,; C)l de l’anneau ÆR(G) — Rc(G) des représentations 
complexes de G sera noté [H]. 

Soit ,© l'anneau des germes en 0 de fonctions holomorphes de n 
variables, et (0f/0x:. . . ., 0f;0x,) l'idéal jacobien du germe f. i.e. 
l'idéal engendré par les dérivées partielles de la fonction f. La dimen- 
sion de l'anneau quotient Q,de ,© par l'idéal jacobien (0f.dr:. ... 
.... 0f/0x,) (comme dimension d’un espace vectoriel complexe) 
coïncide avec la multiplicité de la singularité f. L'action de G sur 
C" définit une représentation de G sur l'anneau ,O. Au cas où le 
germe f est invariant par l'action de G, cette représentation définit 
naturellement celle de G sur l'espace vectoriel Q,. Comme nous 
l'avons déjà dit, les espaces vectoriels H = H,_:(V,; C) et Q, 
ont même dimension. La relation entre [A] et [Q,] comme éléments 
du groupe À (G) a été établie dans [390]. 

Le groupe G opère sur l’espace de définition C” de f. Il opère donc 
aussi sur sa puissance extérieure #-ième À"C" qui est un espace vec- 
toriel de dimension un. L'action d'un élément g € G sur l'espace 
AC" se confond avec la multiplication par le déterminant det T, 
de l'opérateur T.. 

À la représentation du groupe G sur un espace vectoriel V corres- 
pond sa représentation sur l’espace vectoriel dual V*. Par exemple. 
à la représentation de G sur l'espace d'homologie H = H,-;, (V,; C) 
d'une variété de niveau non singulière correspond la représentation 
duale sur l'espace de cohomologie H* — H"-1(V,: C) de cette 
variété de niveau non singulière. 


Théorème 1 ([390]). Les G-modules (i.e. les espaces vectoriels avec 
représentations du groupe G) H et Q5 @ 4" C" sont isomorpkhes. 
C 


L'isomorphisme dont l'existence est stipulée dans le théorè- 
me 1 se définit d'une façon non canonique. 

Nous avons dit au n° 3.5 qu'au lieu de calculer la multiplicité 
de la singularité. i.e. la dimension du groupe d'homologie de sa 
variété de niveau non singulière Ÿ’,. il est souvent plus commode de 
calculer sa caractéristique d’'Euler-Poincaré y (F,). Si X est un espace 
topologique (supposons pour fixer les idées que À soit un complexe 
cellulaire fini) sur lequel opère le groupe G. on appelle carac- 
téristique équivariante d'Euler-Poincaré yc(X) de X l'élément 
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S (—1)1Æ#4(X ; C)] de l'anneau R(G) des représentations complexes 


de G, où (4, (X: C)] est l'élément de AR (G) défini par le groupe 
d'homologie de dimension q de À avec la représentation correspon- 
dante de G. La caractéristique équivariante d'Euler-Poincaré #4 (Ÿ.) 
d’une variété de niveau non singulière V, est égale à [C] + 
+ (—1)7-1[HT, où [C] est l'élément de l'anneau R (G) défini par 
l'espace C de dimension un avec la représentation triviale de G (le 
groupe d'homologie A, (V,; C) de dimension zéro d'une variété 
de niveau non singulière est de dimension un, et la représentation de 
G sur ce groupe est triviale). 

Si l’action de G est compatible à la structure de complexe cel- 
lulaire sur Ÿ , une représentation naturelle de G est définie sur l’ espace 
vectoriel CAX : C) des chaînes cellulaires de dimension q de X à 
coefficients dans le corps commutatif C. On montre que, par ana- 
logie à la relation 4 (X) = S (—1)7 dim C; (X; C) établie pour la 


q 
caractéristique ordinaire d’'Euler-Poincaré, on a pour la caractéris- 
tique équivariante d'Euler-Poincaré la formule 4 (X) = S (—1)7 x 


q 
X [Ca(X ; OC). 

On sait (voir par exemple [316]) qu'un élément [V] de l'anneau 
R (G) des représentations complexes du groupe G se laisse définir 
par son caractère [V] (g) = tr T,lv, ce dernier étant assimilé à 
une fonction sur G (ici tr T,|,- est la trace de l'opérateur T;|;-). 
Si X est un complexe cellulaire et l’action de G sur X est compatible 
à la structure de complexe cellulaire, la valeur y (X) (g) du carac- 
tère de l'élément 7c (X) € À (G) sur g € G coïncide avec la caracté- 
ristique (ordinaire) d'Euler-Poincaré y (X.) de l'ensemble X, des 
points fixes de l’action de g sur X. Cela ressort du fait qu'en dehors 
de X. l'élément g permute les cellules, donc la contribution de ces 
cellules à tr (Ze | Ca (Ve; ©)) est égale à à O0. Par contre. les cellules 
appartenant à X, restent fixes. si bien que leur contribution à 
tr (gx | Ca (Ve; C)) est égale à 1. 

D'où le 

Théorème 2. Le caractère de la caractéristique équivariante d'Eu- 
ler-Poincaré d'une variété de niveau non singulière de la singularité f 
est 


ko (Ve) (8) = 14 (— 1) lu, 


où d, est la dimension du sous-espace de C" sur lequel l'élément g € G 
opère de jaçon triviale, et a, est la multiplicité de la restriction de f à 
ce sous-espace. 

La multiplicité u, est définie, car si la fonction j a un point cri- 
tique isolé au point 0 de l’espace C?, elle a aussi des points critiques 
isolés dans les sous-espaces de C" qui sont fixes par l'action de £g€ G. 
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Corollaire. Le caractère de la représentation naturelle du groupe G 
sur l'espace d'homologie H = H,_; (V,; C) d'une variété de niveau 
non singulère est 


[H](8)=(—1)" ‘eu 


Si G est un sous-groupe fini du groupe unitaire U(n) engendré 
par les réflexions, on a C”/G æ C". Un germe f: (C?, 0) —+ (C, 0) 
invariant par l’action de G définit un germe f, sur (C?/G, 0) = 
æ (C7, 0). 


Théorème 3 ([390)]). = D (—1)"" deu, où |G| est le 
EG 

cardinal de G. à 

Exemple. Soit G — Z, un groupe à deux éléments opérant sur 
l'espace CC” muni de coordonnées zx,, ..., zx, par la formule 
OZ, Los - . « Tn) = (— Zi. Le, - . ., Zn) (© est un élément non neutre 
du groupe). L'isomorphisme de l'espace C"/Z, à l'espace C" muni 
de oSICOnnESS Yis + + ++ YUn Se définit par Jes formules y, — 
y = zx; pour 2<i<n. On a alors | G | — 2, le sous-espace de & 
invariant par © se confond avec l'espace {r: — 0} de dimension 


(n — 1). Du théorème 3 on déduit que p (fe) = + (4 () — u Ü | {n= 


= 0}), où up (f | {x1 = 0}) est la multiplicité de la restriction du 
germe f au sous-espace {x, — 0}. On voit sans peine que f | {x1 = 
= 0} = jx | {y = 0}, donc p (f) = 2u (4) + u Ou | {y1 = 0}). 

Considérons l’action de Z. dans le groupe d'homologie H,-_; (V,: 
R) d'une variété de niveau non singulière de la fonction f. Le groupe 
Z: admet deux représentations réelles irréductibles : la représentation 
triviale et la multiplication par (—1). Le groupe d'homologie H,_,(V,: 
R) se décompose donc en la somme directe H * @ H- de l'espace H* 
des cycles invariants par l'involution Ce et de l’espace 4° des cycles 
antiinvariants; dim ÆA* + dim H- = y (jf). 

Conformément au corollaire du Gene 2, on a [AH] (o) — 
= dim À* — dim H- — —h ( x: = 0})= —p (x |{y1 = 0}). Puis- 
que dimAH*+dimH-=2p{(f,) + u (fx | {y = 0}, on a 
dim H+= pu (fe), dim H- = pi (fe) + u Gal {a = 0 

On peut aussi démontrer ces formules de façon directe (sans 
faire intervenir les théorèmes 2 et 3), ce que nous proposons au lec- 
teur de faire à titre d'exercice. 

La classification des singularités de fonctions invariantes par 
une telle action du groupe cyclique Z, coïncide avec celle des sin- 
gularités de fonctions sur une variété à bord (voir Première partie, 
$ 17). Une classification des singularités de basse codimension de 
fonctions invariantes par l’action du groupe (Z.)*, interprétée comme 
classification des singularités de fonctions sur une variété « à coins », 
est envisagée, en particulier, dans [326]. 
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5.2. Singularités de fonctions sur une variété à bord. Nous allons 
décrire brièvement, pour le cas d’une variété à bord, quelques notions 
analogues à celles que nous avons considérées plus haut. On en trouve 
dans [16] un exposé plus circonstancié, ainsi que la justification de 
leur introduction. 

Soit f la singularité d'une fonction sur une variété à bord (voir 
Première partie, $ 17). On entend par là que f est un germe de fonc- 
tion holomorphe (C", 0) — (C, 0) sur un espace vectoriel complexe 
C? dans lequel on a fixé un hyperplan C”!, et que f a un point cri- 
tique isolé en O tant dans C" que dans CC”! (ou que f est sans point 
critique en 0 de C'). On peut admettre que l’hyperplan C"-! est défi- 
ni par z, = Ü, où z1, ..., x, sont des coordonnées sur C”. 


Soit C” un revêtement à deux feuillets de C” ramifié le long de 
C-1, Si 2, . Zn sont des coordonnées dans €, le revêtement 


Am 


ramifié C"r+ C" se définit par Z1 = 2° La — Los ins di La 
Il existe sur C" une involution canonique (2. Te, Re z,) + 
p(— T1. Te, Tr Th); autrement dit, est définie l’action d'un groupe 
cyclique Z, du second ordre. Le germe f se fait correspondre sur €” 


un germe de fonction Î (2. Ze, er. Zn) — (x? Lo, pe Z,) in- 
variant par l'action de Z.. À un automorphisme analytique local 
de C” conservant C"-1 correspond un automorphisme analytique 


local de C" équivariant par l’action de Z.. Ainsi donc, il est naturel 
de considérer les singularités des fonctions sur une variété à bord 


comme des germes de fonctions f (x1, z:, . . ., x,) invariantes par 


l'involution (x, zs, . . ., Zn) > (—Z1, Ta, . . ., 2). Réciproque- 
ment, à tout germe de cette nature correspond une singularité d'une 
fonction sur la variété à bord C" de bord C'-1. 

On associe à la singularité f d’une fonction sur une variété à 
bord des variétés de niveau non singulières de deux façons. A la 
fonction f elle-même correspond sa variété de niveau non singulière 
V, = {2EC': f(x) = ee, [|z [| <Lp}, qui est une variété complexe 
à bord (au sens réel usuel) de dimension (7 — 1). Au bord C"”t cor- 
respond une sous-variété complexe de dimension (7 — 2) V,; — 

{x EC: f(x) = e, [x [| Lp}, à savoir une variété de niveau 
non singulière de la restriction de f à C"”1. 

De la suite d'homologie exacte du couple (V,, V:):...—H,_,(V:) — 


—+ Hi (Ve)— Hhi(Ve, Ve) —+ Hu. (Ve) + He (Ve) — 

dans laquelle FH, (V,) = 0 pour k Æn—1, H,(V;) = O0 pour 
k = n — 2, il découle que X, (V,, V;) = 0 pour À  n — 1 et 
H,-1(Ve, Ve) est un groupe abélien libre dont la dimension est 
égale à la somme de la multiplicité du point critique de f sur C" 
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et de celle du point critique de la restriction de f à C"-1!. Des théorèe- 
mes généraux de topologie homotopique il ressort (au moins pour un 
nombre de variables n > 2 où l'espace V,/V; est simplement con- 
nexe; pour 7 — 2 la démonstration est encore plus simple) que l'es- 
pace quotient V,/V, a le type d'homotopie d'un bouquet de quelques 
sphères. Le nombre u = u (f | x.) de ces sphères est appelé multipli- 
cité de la singularité de bord f (la notation citée contient la fonction 
elle-même et la coordonnée qui s’annule au bord C"-1). Nous avons 
montré que u (f | x:) est égale à la somme p (f) + u (f | {r1 = 0}) 
des multiplicités des points singuliers de f sur C" et sur C"”1. 

On peut construire une base dans le groupe d'homologie A, _;, (V,, 


V:) de la façon suivante. Soit / une déformée générique de la singu- 
larité f. Cela veut dire que la fonction f sur C” et sa restriction f len-1 
au bord C"-1 = {x, = 0} sont des fonctions de Morse et que de 
surcroît les valeurs critiques de f et def | {x;, = 0} sont distinctes. 
En particulier, ? n’a aucun point critique sur l’hyperplan {z, = 0}. 
Soient p (f) = Lo: u (f | {ri = O}) = Mis 21, . . ., Zn, les valeurs 
critiques de j au voisinage de O0 dans C”, z,. ..., z,, les valeurs 
critiques de la restriction de f au sous-espace C"-1 = {r, — 0}, z, la 
valeur non critique de f et de | {x = 0}. Soient F,, = {r € C': 
Î (x) = 2, Ir ILp}het Fi = F, N {x1 = 0} des variétés de niveau 
non singulières de fet def | {x, = 0}. Comme pour des singularités 


ordinaires de fonctions, le couple de variétés (F.,, F:,) est difféo- 
morphe au couple (V,.. V,), quitte à consentir des restrictions natu- 


relles. Si uw est un chemin joignant une valeur critique z, de f à sa 
valeur non critique z, (sans passer par les valeurs critiques de f et 


de Î | {x, = 0}). il lui correspond comme précédemment un cycle 
évanescent À dans le groupe d'homologie #,-; (F:,) de la variété 


de niveau non singulière de f isomorphe au groupe d'homologie 
H, -1 (V,) de la variété de niveau non singulière de f. Alors, puisque u 


ne passe pas par les valeurs critiques de f | {x, = 0}, on peut rele- 
ver l’homotopie t + u (t) en homotopie de la fibre de façon à laisser in- 
changées les sous-variétés F,41 MN {x1 = 0}. Dans ce cas le cycle A 
est situé tout entier hors de la sous-variété F,, AN {xr: = 0}. 

De la suite exacte du couple (V,, Ve) il ressort que l’homomor-. 
phisme canonique i,: Hh_1 (Ve) — Hh_1(V,, Ve), induit par le 
plongement V, =- (V,, V;), est un monomorphisine. Il existe donc 
un cycle évanescent qui correspond à w dans le groupe d’homologie 
relative A,_, (V,.. Ve) de la variété de niveau non singulière mo- 
dulo la sous-variété {x, = 0}. 
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Si u est un chemin joignant une valeur critique z; de la fonction 


f| {r, = 0} (qui n'est pas une valeur critique de f) a la valeur non 
critique Zo (u (0) = z;, u (1) = z,) sans passer par les valeurs cri- 


tiques de f et de fl {x, = 0}, il lui correspond un « demi-<ycle » 
évanescent A'E H,_-,(V,, Ve) qui se définit comme suit. Soit 


p; € C"”1 un point critique de Î | {xr, = 0}, Î (p°) = Z;. On montre 
qu'au voisinage du point p;, on peut, moyennant un changement local 
de coordonnées conservant l'hyperplan {z, = 0}, 

n 


mettre f sous la forme } — —2 + D ri + 2; 

kem2 
Sans perte de généralité, on peut admettre que 
z; = 0 et que u(t) = t quand t est petit. 
Donc, pour petit {>>0, la variété de niveau 
non singulière F0 = {f — t} admet une sous- 
variété à bord réelle D"-1 (ft) de dimension (nr — 1). 
telle que Imz, = O0 (= 1, 2, ..., n). 
n 


4 


} Tk < l, T1 = : 
km? = 
re 47 pour n — 2). La variété D"-1 (t) est difféo- 
morphe à une boule de dimension (n — 1). Sa frontière (une sphère 
de dimension (n7 — 2)) est située sur Ja sous-variété F4, N {z1 = 0}. 
Quand t varie de 0 à 1, on obtient une famille continue de disques 
D" (te F,w de dimension (7 — 1) pour lesquels S"”* (tp — 
= 0D"1 (1) Fin N {nm = 0} pour tout t E [0, 1]. On a de plus 
D"1(t) N {zx = 0} = 8D"1 (t). Le disque D"-1 (1) F;, de fron- 
tière 0D"-1(t) — S"-* (t), qui appartient à F., f\ {x1 — 0}. dé- 
finit un cycle relatif A” dans le groupe d'homologie A,_, (F.,, F.. f 
N {x = 0}) isomorphe à H,_1 (V,. Ve). 

Soit ui. ..., un, (resp. u;, ..., uy,) un système de chemins 
joignant des valeurs critiques 31. . .., 2,, (resp. z,. ..., z,,) de la 


zh —tLO (voir la figu- Fig. 47 


ed 


fonction Î (resp. de Îl {x;, — 0}) à la valeur non critique z, et définis- 
sant en homologie d'une variété de niveau non singulière de f (resp. 


de f | { x, = 0}) une base distinguée de cycles évanescents. Il sera 
supposé que les chemins u,, ..., u,,. u, u,, évitent les va- 


PCT 
leurs criliques 21, . . .. Zugs 21 - « + 2, de / et de f|{r — 0} 
(pour t = 0). Comme nous l'avons dit plus haut, de tels systèmes 
de chemins définissent une suite de cycles évanescents À,, .... À, 
et une suite de demi-cycles évanescents A, ..., A,, dans Île groupe 
d'homologie relatif H,-1 (V,. Ve). L'homomorphisme bord A, _, (V,, 
Ve) — H,-, (Vs) du couple (V,, Va) fait passer un demi-cycle évanes- 
cent À; en un cycle évanescent. en homologie d'une variété de niveau 


non singulière de f|{xr, — 0}. qui correspond au chemin u;. De là 
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et de la suite exacte du couple (V,, V;) il ressort que la suite d'éle- 
ments À, .... A4, À,,..., À,, forme une base dans le groupe 
d'homologie relatif: H, : (V. V:). 

On montre que la dimension du groupe d’homologie 4,_, (V,. Ve) 
coïncide avec celle de la base du déploiement miniversel de la sin- 
gularité de bord f |zx,, égale à dimc ,O/(xôf;0x;, Ôf/0x,, ... 

.. 0f/07,), où ,O© est l’anneau des germes de fonctions holomor- 
phes en O de C". 

Tout ce qui précède nous porte à croire que le groupe d'homologie 
relatif Æ,_-.(V,. Va) doit jouer pour la singularité de bord le même 
rôle que le groupe d'homologie absolu A, 1 (V,) pour les singularites 
ordinaires. Or. il se trouve que sur le groupe Æ,.,(V,, V;) on ne peut 
pas définir intrinsèquement la forme d'intersection et obtenir une 
formule analogue à celle de Picard-Lefschetz. On est donc amené à 
remplacer ce groupe par un autre, isomorphe comme le premier à un 
réseau d'entiers Z* — Z"°*4#: de dimension pu = pu (f | x) mais sans 
isomorphisme canonique avec le groupe A,_, (V,, Ve). Ce groupe 
est défini comme suit. 

On peut faire correspondre à la singularité de bord f encore une 


variété de niveau non singulière, à savoir: une variété de niveau V, 


d'une fonction correspondante f sur C", invariante par l’action du 
groupe Z.. Sur cette variété de niveau est définie l’action d'une in- 


volution induite de son action sur C”". L'espace quotient de V, par 
l’action de cette involution se confond avec la variété de niveau V, 


de f. La variété V, est un revêtement au-dessus de V, ramifié suivant 


Vs. On a dim H,_,(V,) = 2dim A4, (V,) + dim H,-.(Ve) = 
— dim H,_, (V,) + dim 4,1 (V,, Ve) (voir l'exemple au n° 5.1). 

On distingue dans le groupe d’homologie H, -1 (V,, Z) deux sous- 
espaces À * et H7 qui correspondent aux deux représentations réelles 
irréductibles possibles du groupe Z.. Le sous-espace Æ* se compose 
de classes d'homologie invariantes par l’action de l’involution © 
(i.e. telles que o,a = a), et le sous-espace A”, de classes d'homologie 
antiinvariantes (0,a — —a). On a montré dans l'exemple du n° 5.1 
que dim H*— dim H,_,(V,), dim H-— dim H,_,(V,) + 
+ dim 1,-,(Ve) = dim A, (V,, Ve). C'est le groupe H-, iso- 
morphe au réseau d'’entiers de dimension u (f | {z: — 0}), qui joue 
pour les singularités de bord le rôle dévolu au groupe H,_, (V,) 
pour les singularités ordinaires. En particulier, la forme d'’intersection 
est définie justement sur ce groupe (considéré comme sous-groupe 
du groupe d'’homologie FH, -, (V,) d'une variété non singulière). 

On peut construire une base dans 7 comme suit. Soit A,;. 
A. A;, .... Au, la base de cycles et demi-cycles évanescents 
de H, Ua Ve) construite plus haut d’ après le système de chemins 


Us +. Upss U,, . .., Uy, joignant les valeurs critiques z;,,... 
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Jde hi 2 ess ien0e jet def | {x, = 0} à la valeur non critique 
z, L'image réciproque d'un cycle A;(i = 1, ...,u,) par l’ap- 


plication V:—= V, (qui est un revêtement à deux feuillets ramifié 
suivant V;) se compose de deux cycles A!!, A! dont chacun admet 


une projection isomorphe sur A;. Leur différence A, = A‘! — A‘ 


est un cycle antiinvariant en homologie de V,. L'image réciproque 
d'un demi-cycle A; se compose elle aussi de deux demi-cycles Aï?, 
A; qui se projettent isomorphiquement sur Ai, mais les demi-cycles 
A5 et A5? ont la frontière commune (située sur la variété de rami- 


fication). Leur différence A; = A; — A° est donc elle aussi un 
cycle antiinvariant absolu en homologie de V,. Les cycles A,, ... 


... Aus À, . .., Au, forment une base dans le groupe H- des 
classes d’homologie antiinvariantes. 
On peut aussi les décrire d'une autre façon. Soit une fonction 


# 
Lo d 


ti ces Zn) = (Hi, Les +. +, 2n). Elle à y, — 1 valeurs cri- 
tiques Z1, . . ., Zur Zys - + + Zu, Les valeurs z,, . . ., z,, sont double- 
ment dégénérées et ont lieu dans des couples de points critiques dif- 
férents. À chacune de ces valeurs critiques 3; correspondent deux 


cycles évanescents AÏ, Af. On peut admettre que 6,A! — A. A une 
valeur critique z; correspond un seul cycle évanescent Ai. On voit 


sans peine que c4À; = — À. Les cycles À, — Â! — À: et À: sont 
antiinvariants, et les cycles À; + A2, invariants par l'action de 


l'involution o. La suite de cycles {A,, Ai} se confond avec celle que 
nous avons décrite plus haut. 

Nous avons donc défini pour les singularités de bord un réseau 
d'entiers H- avec sa forme d'intersection. La base de H construite 
d'après le système de chemins {u;,, u;} joignant les valeurs critiques 


Zi, 2; de f à la valeur non critique z, contient u, cycles évanescents 
« longs » À, (— A! — A!) et u, cycles évanescents « courts » À. 
Si le nombre des variables n = 3 mod 4, on a (À, o À)) = —4, 
(Ac À = —2. 

Sur le réseau 7 opère un groupe de monodromie qui est image 


de la représentation canonique 11, (C — {2;, z;}) — Aut 47 du grou- 
pe fondamental du complémentaire de l’ensemble des valeurs criti- 


ques de la fonction f. Le groupe de monodromie est engendré par les 
opérateurs de monodromie correspondant aux lacets simples t;, t; 
associés aux chemins u,, ui. À un lacet simple t; correspond alors 
un opérateur ordinaire de  Picard-Lefschetz h; (a) = a + 
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+ (—1)""#D/E (ae Ai) Ai, et à un lacet +;, un opérateur de Pi- 
card-Lefschetz h, (a) = a + (—1)""*1/* (go A;) A;/2. Remarquons 
que l'indice d'’intersection (a © A;) d’un cycle antiinvariant a € H- 
et d'un cycle évanescent long À; est toujours pair. Si le nombre de 
variables est nr = 1 mod 2, les opérateurs k, et k; sont les réflexions 
dans des hyperplans orthogonaux (au sens de la forme d'’intersec- 
tion) aux cycles évanescents À; et A; respectivement. 

Comme pour les singularités ordinaires, on définit pour les sin- 
gularités de bord le déploiement miniversel et les diagrammes de 
bifurcation d'’ensembles et de fonctions. Le déploiement miniversel 
d'une singularité de bord f | x, peut étre défini sous la forme 


F(x, D=f(n+2 ip: (x) (x EC", À = (A, .. Au) € C°), 


où les germes @1, . . ., P, engendrent une base de l’espace vectoriel 
nO/(zx1 Ôf'0x1, Ôf/0x:, . . ., Of/0x,). L'ensemble (plus exactement 
son germe en Ü) des valeurs des paramètres À — (41, . ... À,) dans la 
base du déploiement miniversel telles que soit la fonction F (+, À), 
soit sa restriction au bord C"-1 = {x, = 0} ont O0 pour valeur cri- 
tique est appelé diagramme de bifurcation des ensembles de la singu- 
Jarité de bord f | x; (et est noté ©). Au lieu de la condition imposée 
aux valeurs des paramètres À € £, on peut exiger que 0 soit valeur 
critique de la fonction 


= A Aa A A a a 
F (2, Los . © >; Tn À) _— F (re: Lo, . © Ln À). 


Le diagramme de bifurcation des ensembles d'une singularité 
de bord est réductible. C'est une réunion de deux composantes. La 
première est constituée par les valeurs des paramètres À pour lesquel- 
les 0 est valeur critique de la fonction F (+, À) correspondante, et la 
seconde, par celles pour lesquelles 0 est valeur critique de la restric- 
tion de F au bord C"-1. Il est parfois plus commode de dire que la 
seconde composante est constituée par les valeurs de À pour lesquel- 
les l'hypersurface {x: F (x, À) = 0} C" est non transversale au 
bord C"-!. Une telle formulation permet de ne pas spécifier le cas 
de n = f. 

Du fait que le diagramme de bifurcation des ensembles d’une sin- 
gularité ordinaire est irréductible (théorème 2 du n° 3.2) découle 
l'irréductibilité des composantes du diagramme de bifurcation des 
ensembles d’une singularité de bord. De même que dans le théorè- 
me 4 du n° 3.2, on en déduit que le groupe de monodromie d’une sin- 
gularité de bord opère transitivement sur les ensembles de cycles 
évanescents courts et longs (sans mélanger bien sûr ces derniers). 

Pour les singularités de bord simples B;,, Cx, F, (voir Première 
partie, $ 17), le diagramme de bifurcation d’ensembles peut être 
obtenu par la méthode proposée au n° 3.3 pour des singularités 
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ordinaires de fonctions. Cela veut dire qu'il est biholomorphiquement 
équivalent à la variété des orbites non régulières du groupe corres- 
pondant engendré par les réflexions et opérant sur le complexifié 
de l’espace euclidien. Les miroirs de deux types (orthogonaux aux 
racines longues et courtes respectivement) engendrent alors deux 
composantes du diagramme de bifurcation des ensembles de la singu- 
larité de bord simple. 

Proposons-nous de le vérifier pour des singularités simples de 
type By ( (x) = 2, n = 1) et Cr ( (ar, 22) = mixtes + xè. n = 2). 
Leurs déploiements miniversels peuvent être définis comme suit : 


pour By: F = rè + rh +... La, 
pour Cr: F = rire + 2ù + Arët +... + An. 


Dans le premier cas comme dans le second, 0 n'est pas valeur 
critique de F (+, À) si le polynôme 2* + A;x#-1 +... LA, est 
sans racines multiples, une variété de niveau locale de F (+, À) est 
transversale au bord {xz, = 0} si 0 n'est pas racine de ce polynôme. 
Ainsi donc, les diagrammes de bifurcation des ensembles des singu- 
Jarités BP, et C: sont identifiés à l'espace des 
polynômes de la forme 2* + A,x*"l +... La, 


ù : : À 
qui ont des racines soit multiples, soit - 
nulles. 
Les groupes de Weyl de B, et de C, sont À. 


identiques. Jls réunissent les transformations 
de l'espace R*' (ou de son complexifié C*) 
qui sont des permutations de coordonnées, 
éventuellement avec changement de signe. Le Fig. 48 
rôle des miroirs est joué par les hyperplans 
2, = O0 et z;3 = —+z;. Dans un cas les premiers correspondent aux 
cycles courts et les seconds, aux cycles longs, et dans l’autre cas, 
inversement. L'espace des orbites de l’action du groupe de Weyl sur 
le complexifié CÀ est identifie à l'espace des polynômes de degré À 
de la forme 2° + ÀA,2-1 DL... 13, (à coefficients complexes) 
si l’on associe à un point (21, .... 21) € C* un polynôme aux racines 
:°. ..., 2$. L'espace des polynômes de degré * est isomorphe à 
un espace vectoriel complexe de dimension #. L'espace des orbites 
non régulières (i.e. l’image de la réunion des miroirs par l’applica- 
tion de factorisation) se compose des polynômes aux racines multiples 
ou nulles, i.e. se confond avec les diagrammes de bifurcation des 
ensembles des singularités BP, et C:. 
Les diagrammes de bifurcation des ensembles des singularités B, 
et C, se composent de deux courbes À, — 0, 44, — À? (fig. 48). 
Pour les singularités de bord simples (et aussi pour d’autres singu- 
Jarités de bord de deux variables), on peut décrire les bases formées 
de cycles évanescents et les formes d'intersection par les méthodes 
du $ 4. On montre que les singularités de bord vérifient des théorè- 
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mes analogues aux théorèmes 1, 3 et 4 du $ 4, mais nous n’allons pas 
nous attarder là-dessus. Pour les singularités simples B, (+z* + y°), 
Cn (xy + y') et F, (Hz° + y$) les germes de fonctions équivariants 


correspondants sont définis sur le revêtement C° de l’espace C° par 
les formules suivantes: 


pour B,: (x, y)=22%+ye, 
pour Cn: f(x, y)=y(z2—y#-1), 
pour F4: f(x, ÿ)=2t+ y 


(les signes sont choisis de façon à rendre réelles les courbes {f = 0}). 
Comme germes de fonctions ordinaires, ils présentent des singularités 


ms | 


B,(k=5) Cutk=7) Fe 
Fig. 49 


des types À or-1: Dr+1 et E4 respectivement. Il est facile de construire 


les déformées f des germes de fonctions Î (ou des germes de courbes 
{f = 0}) vérifiant les conditions du théorème 1 du n° 4.1. et inva- 
riantes par l’involution qui opère sur C*. En réalité, les déformées 
des singularités A94-1. Dr+1 et E& utilisées au $ 4 possèdent ces pro- 


priétés. Les courbes réelles correspondantes {j — 0} sont montrées 
sur la figure 49. La droite x = 0 est tracée en trait interrompu. 
La base du groupe d'homologie d'une variété de niveau locale 


de la singularité f (x, y) + {* décrite dans le théorème 4 du n° 4.1 
est invariante par l’involution ©: (z. y, t) —+ (—x, y. t) opérant sur 
l’espace CS. Plus exactement, on a ceci: 

OK = —A 
si le cycle évanescent de base À correspond à un point critique de 
la fonction Î (x. y) situé sur la droite {x — 0}; 

OeAy = À; 
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si A,. À, sont deux cycles évanescents de base qui correspondent à 


deux points critiques symétriques par rapport à la droite {x = 0}. 

On en déduit aussitôt que les diagrammes de Dynkine des singu- 
Jarités B}, Cn et F, se présentent comme il est montré sur la figu- 
re 50. Remarquons cependant que les règles de lecture de ces diagram- 
mes ne sont pas tout à fait les mêmes que dans le n° 2.8. Les flèches 
portées sur les arêtes indiquent la direction des sommets associés 
aux cycles évanescents longs (à indice de self-intersection —4) vers 
les sommets associés aux cycles évanescents courts (à indice de self- 
intersection —2). L'indice d’intersection de deux cycles évanescents 


B(k=5) ŒD—0———0 
Citk= 7) ——0——0—0 


O—TÉD—0 
Fig. 50 


associés à deux sommets joints par une arête de multiplicité kest égal 
à 2k si les deux cycles sont longs et à k si les deux cycles sont courts 
ou si l’un est long et l’autre court. Pour les diagrammes des singu- 
larités B:, Cr et F, de la figure 50 cela signifie que deux cycles évanes- 
cents associés aux sommets joints par une arête de multiplicité 1 
forment entre eux un angle de 2x/3. et deux cycles évanescents asso- 
ciés aux sommets joints par une arête de multiplicité 2 font un angle 
égal à 37/4. 

Mne I. Sherbak a montré que le passage de la fonction f (x, y) 
de bord {x = 0} à la fonction f (x, y) +— 2x de bord {z — 0} définit 
sur l’ensemble des classes de singularités de bord stablement équi- 
valentes une involution qui permute une singularité considérée 
comme celle d’une variété sans bord et sa restriction au bord. 


5.3. Topologie des intersections complètes. Soit f = (f,, . .., fn): 
(C?, 0) + (CP, 0) un germe d'application analytique définissant une 
intersection complète avec une singularité isolée en 0 (n > p, fi: 
(C". 0) —+ (C, 0)). Cela signifie que l'application f est de rang p en 
tout point (sauf 0) du germe d'espace analytique{f — 0} (i.e. {x € C': 
fi (x) =... = fn (x) =0}). Autrement dit. la différentielle de f 
est un épimorphisme, ou, ce qui revient au même, rang (df;/dx;) = p. 
J1 s'ensuit que l’espace {f — 0} est une variété complexe non singu- 
lière de dimension (7 — p) en tout point sauf 0. 

Par analogie au lemme 1 du n° 2.1, on montre sans peine qu'il 
existe un p >> 0 tel qu’une sphère S, & C" derayonrtel que0<r< 
< p de centre en 0 rencontre transversalement la variété {f = 0}. 


9—-0626 
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Alors pourunz = (2,, . .., :,) € C? suffisamment petit (|| z [| < &,). 
l'espace {f = z} rencontre transversalement la sphère S,. L'espace 
{j = z} est en général non singulier pour z 0. L'ensemble (plus 
exactement, le germe) © des z € CP (|| || < €,) pour lesquels l’espace 
{f = z} admet des points singuliers à l’intérieur de la boule B, de 
rayon p centrée en 0 est appelé ensemble discriminant de l’applica- 
tion f. On voit sans peine que pour z € Ë l’espace analytique {f = : 

n'admet à l'intérieur de la boule B, que des singularités isolées. 
En accord avec le théorème de Sard, le complémentaire de © est 
partout dense dans ne boule {z: [2 | & &} C. Pour :€S 
(I: SE) l'espace F, = {f-:} NB, = {zEC': [r<e, 
f (x) = z} est une variété ‘à bord, complexe, non singulière de di- 
mension (7 — p), de bord {f — z} N S,. Les variétés F. sont difféo- 
morphes entre celles pour tout z 6 5 [| z | 80 On les appelle 
variétés de niveau non singulières de l'application f. 

On a un résultat analogue au théorème 1 du n° 2.1: 


Théorème 4 ([151]). Si Le germe d'application f : (C". 0) — (CP. 0) 
définit une intersection complète avec une singularité isolée en O. toute 
variété de niveau non singulière F. de l'application f est homotopique- 
ment équivalente à un bouquet de quelques sphères de dimension (n — p). 

Voici en grandes lignes le schéma de la démonstration. 

Pour p — 1 l’assertion du théorème 4 découle du théorème 1 du 
n° 2.1 et est donc vérifiée. Supposons qu'elle soit déjà démontrée pour 
les applications (C", 0) — (C?7-!, O0) définissant des intersections 
complètes de dimension (7 — p + 1) avec des singularités isolées en 
0. Les points singuliers de l'application f: (C7. 0) — (C?. 0). ï.e 
les points x € C* pour lesquels rang (0/;/0x;) << p, forment un germe 
d'espace analytique S. L'ensemble discriminant (È, 0) (C?, 0) 
est l’image de S par f. L'image réciproque de 0 par f Is: S — CP 
se réduit à un point unique 0 € C”. Par conséquent, f |s est une ap- 
plication propre (dans un voisinage suffisamment restreint de O € C”), 
si bien que le germe d'ensemble discriminant © est un germe de sous- 
espace analytique de dimension au moins non supérieure à (p — 1) 
dans l’espace (CP. 0). Il s'ensuit que pour presque toute 1€ C? 
passant par 0. l'intersection L f} Z a un point isolé en 0. Fixons une 
droite de ce type. On peut admettre que e, est si petit qu'à l’inté- 
rieur d’une boule {|| z || < &,} dans l’espace CP l'intersection ! M È 
se réduit à un point 0 € CP. Quitte à faire au besoin un changement 
linéaire de coordonnées 2, ..., z, dans CP, on peut admettre que 
la droite / se confond, en coordonnées nouvelles, avec l’axe 5, =.. 

Es het — 0: Dans ce cas le sous-espace f”1 (De (Cr, 0), 
confondu avec la variété de niveau nul de l'application f” = (f1. ... 

, fp-1): (C7. 0) — (C7-1, 0), est une intersection complète de 
dimension (nr — p + 1) avec un point singulier isolé en 0. Nous avons 
montré que presque tout changement linéaire du système d'’équa- 


8 5] FORMES D'INTERSECTION DES SINGULARITÉS DE BORD 131 


tions f, =... = fn = 0 définissant l'intersection complète de di- 
mension (7 — P) avec une singularité isolée en O0 conduit à un nou- 
veau système d'équations tel que les (p — 1) premières équations 
(f= . = fp-1 = 0) définissent elles aussi une intersection com- 
plète (de dimension (7 — p + 1)) avec une singularité isolée en 0. 


Par hypothèse de récurrence, pour presque tout z’ suffisamment 
petit, z'= (2:,...,2h-1) € CP", l’ensemble F"= F°. = (f)-1(:) NB, 
est une variété (à bord) complexe non singulière de dimen- 
sion (r7 — p + 1) homotopiquement équivalente à un bouquet de 
sphères de dimension (7 — p + 1). On montre que, pour un 2° 
suffisamment petit, toute la non-trivialité homotopique de F!. 
se trouve entièrement concentrée dans un voisinage restreint de 0. 
Plus exactement, cela signifie que] pour || z° || € e$ l'espace F” = F:. 
est homotopiquement équivalent à son sous-espace F” = F°f 
N f'({ 12 1< e2}) = {x EF": f, (x) Les}. La démonstration 
demande un raisonnement par récurrence assez rigoureux, mais nous 
omettrons de l’entreprendre ici. 


La restriction f,1F" de la fonction f, à F” définit une application 
de la variété F” dans la droite complexe C qui possède les propriétés 
décrites au n° 1.1, avec comme U un disque {|:, | < eÿ}. La fonc- 
tion /nF- peut avoir en général des points critiques dégénérés. Quitte 


à remplacer fh,F" Par sa déformée To nous obtiendrons une nouvelle 
fonction sur 7” qui possède les mêmes propriétés. On peut admettre 


que, sur l’espace F" — f5! ({12n | S e&2}), la fonction În n'admet 
que des points critiques non ae au nombre de v,, à valeurs 
critiques distinctes 24) , ..., ZÆY.) situées à l’intérieur d'un disque 


Îl Zp | K ep}. Le type l'homotonie de l’espace É”, difféomorphe à 
est un jet de sphères de dimension (n — p eu 1). Les varié- 


tés de niveau nonsingulières 751 (2) de 1e sur la variété F” sont dif- 

ass à des variétés de niveau non singulières de fr (pour 

| S &), qui se confondent avec les variétés de niveau non sin- 
Line de de l'application f. 


La situation obtenue est très semblable à ee que nous avions 
envisagée en démontrant le théorème 1 du n° 2.1. Le rôle de la fonc- 


tion Î sur la boule B, dans l'espace C” est joué par la fonction În 
sur la variété F”. Cette fonction définit, au-dessus du complémentaire 
de l’ensemble ne ..., Av)} de ses valeurs critiques dans un 
disque {|[2z, | < e>}, une fibration localement triviale avec comme 
fibres des variétés de niveau non singulières de l'application f. 
L'unique différence est que l’image réciproque du disque {|z, | < 


< e,} par l'application 1: n'est pas contractile mais homotopique- 
ment équivalente à un bouquet de plusieurs (u,) sphères de dimen- 
sion (n — p + 1). 


qe 
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Soient :® ]a valeur non critique de f, avec [A9 | = e;. f,! (20))— 


= #, {5 ({1zr 1 ep}) = F" (l'espace F” est homotopiquement 
équivalent à un bouquet de u, sphères de dimension (n — p + {)). 
Choisissons un système de chemins u; (i = 1, ..., v,) joignant 


les valeurs critiques 24), . .., z(v) de la fonction f, à sa valeur non 
critique 20) et vérifiant les conditions énumérées dans la définition 
d’une base distinguée (n° 1.2). Cela signifie que les chemins w, sont 
sans points de self-intersection et n’ont d’autres points communs 
que z0), Un tel système de chemins définit comme précédemment une 
suite de v, cycles évanescents AÀ;, ..., À,, dans le groupe d’homolo- 
gie H,-p (F; Z) d'une variété de niveau non singulière F de l’ap- 
plication f. Par le même raisonnement que pour le théorème 1 du 
n° 2.1, nous montrons que 


1) l’espace F" — fs! ({1 zn | S e2}) est homotopiquement équi- 
as Vo 
valent à son sous-espace X = f;! ( U {u; &)}). image réciproque 
im! 
de la réunion des chemins u;; 


2) l’espace quotient X/F = X/f;' (29) est homotopiquement 
équivalent à un bouquet de v, sphères de dimension (r — p + 1); 

3) sous l'action de l’homomorphisme bord H,-p+1 (X/F) = 
= Hh-p+1 (X, F)— H,-p (F) du couple (X, F), les cycles cor- 
respondant à ces sphères passent en classes d'homologie de cycles éva- 
nescents A, ..., À... 

Il s'ensuit que la variété de niveau non singulière F de l'applica- 
tion / est simplement connexe pour (7 — p) > 1; pour (7 — p) <1 
la démonstration du théorème 4 est encore plus simple. Des asser- 
tions générales sur les sous-variétés complexes dans l'espace C" 
il découle que les groupes d’homologie A, (F; Z) de F sont nuls 
pour > (nr — p) et que le groupe 4,» (F; Z) est abélien libre. 
Cela ressort par exemple du fait que toute sous-variété complexe non 
singulière de dimension (complexe) m d'une boule B, dans C" est 
homotopiquement équivalente à un complexe cellulaire fini de 
dimension (réelle) m. Cette proposition se démontre exactement de la 
même façon que le théorème de A. Andreotti et T. Frankel dans [244], 
à ceci près que la variété complexe n'est pas considérée dans une 
boule B, mais dans C” tout entier. 

De la suite d’homologie exacte du couple (X, F) 


+ Hi (À) + in (X, F)—+H;(F)—+H;(X)—+ ... 


il découle que À, (F) = 0 pour i Æ (nr — p) et qu'on a la suite exacte 
courte 


O—+ Hin+s (À) — Hn-p+s (X, F)— Hh-p(F)—0 
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dans laquelle tous les groupes sont abéliens libres. Il s'ensuit qu'une 
variété de niveau non singulière F de l'application j est homotopique- 
ment équivalente à un bouquet de (v, — u,) sphères de dimension 
(n — p), où pu, est le rang du groupe d’homologie de dimension (nr — 
— p + 1) d'une variété de niveau non singulière F” de l'application 
f = (fi, - - ., fn-1), et v est le nombre des points critiques de f} 
sur F” (compte tenu de leurs multiplicités). Cela achève la démons- 
tration du théorème 4. 


Par analogie au cas d'une singularité ordinaire de fonction (C”, 
0) —+ (C, 0), le nombre pu, = (vo — li), égal au rang du groupe d'ho- 
mologie de dimension (7 — p) d'une variété de niveau non singu- 
lière F du germe d'application f: (C", 0) —> (C7, 0), est appelé 
nombre de Milnor de Ja singularité isolée du germe f. 

Pour la démonstration du théorème 4 nous avons construit la 
suite exacte courte 


077% H;D(F;:2)—0 


dans laquelle u, est le nombre de Milnor de la singularité isolée du 
germe f' — (fi, . . ., fp-1): (C7, 0) — (CP, 0) qu'on obtient à 
partir du germe f en négligeant l’une des composantes (f,), et v, est 
le nombre des points critiques (compte tenu de leurs multiplicités) 
de f Sur une variété de niveau non singulière de f’ au voisinage du 


point singulier. La base dans le groupe Z°° est formée par les cycles 
évanescents (formels) A1, . .., A,, associés aux chemins u;, ..., uy, 
décrits plus haut. Leurs indices d’intersection sur une variété de 
niveau non singulière F du germe f définissent la forme bilinéaire 


sur le groupe Z**. Le groupe Z*' se confond avec le groupe des rela- 
tions linéaires entre les cycles évanescents A,, ..., A4, dans le 
groupe d'homologie H,_, (F) d’une variété de niveau non singulière 
de l'application f. Il est bien sûr contenu dans le noyau de la forme 
définie sur le groupe Z°° par les indices d’intersection. 

Les entiers naturels u,, v, dépendent naturellement du choix 
du système de coordonnées z;,, . . ., z, dans l’espace CP. Or, on voit 
sans peine que pour un système de coordonnées génériques 23, . + «+ 2p 
les nombres u,. v, ne dépendent que du germe f: (C7, 0) — (CP, 0 
lui-même. On définit ainsi intrinsèquement, pour la singularité 
isolée d'un germe d'’intersection complète, la suite exacte courte 


02" 72° H,(F)(=2Z")—-0. 


D'une façon analogue, pour un germe f’: (C"., 0) — (C7-1. 0) 
est définie la suite exacte courte 


OZ 7%, 7m, 0 
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puis les suites exactes courtes 


0Z2",737m 0, 


0 > ZMn-p=1 — Z\n-r-2 — ZMn-pes —} 0, 
O—> ZVn-p1 + ZMn-r1 + 0 


qui donnent ensemble une suite exacte longue (la résolvante) 
O— Z'n-ri ne Zfnpa Ze Zn Zn Hi (EF; Z) +0 


constituée de groupes abéliens libres. Ici v, est le nombre des points 
critiques (compte tenu de leurs multiplicités) de la fonction f,., 
sur une variété de niveau non singulière du germe d'application 
(fie - .., fn-1-1): (C7, 0) —+ (CP-Ÿ-1, O0) (dans un système de coor- 
données générique choisi dans (CF, O)). 

Pour un germe d'application définissant une intersection com- 
plète avec une singularité isolée, on peut définir sa matrice des in- 
tersections comme celle des cycles évanescents A;, ..., A,, dé- 
crits plus haut, ainsi que le diagramme correspondant (pour r — 
— p = 2 mod 4). Rappelons que les cycles A,, . .., AÀ,, engendrent 
le groupe d’homologie H,., (F; Z) de dimension (n — p) d'une va- 
riété de niveau non singulière mais ne forment pas une base dans 
ce groupe. Donc, à l'exception du cas trivial où l'intersection com- 
plète définie par f” = (fi. . .., fn_1) est non singulière et l’inter- 
section complète définie par f est par suite isomorphe à un germe 
d'hypersurface, la matrice des intersections d'un tel germe d'ap- 
plication est toujours dégénérée et le nombre des sommets du dia- 
gramme correspondant est toujours supérieur au nombre de Milnor 
de la singularité. 


5.4. Singularités des projections sur droite. On appelle projec- 
tion sur droite (ou projection tout court dans le texte qui suit) le 
triplet 


E=+(C", 0) <(C, 0) 


dans lequel E est un germe d'intersection complète de codimension p 
dans C”. avec un point singulier isolé en 0, x: (C". 0) — (C, 0) la 
projection linéaire le long d'un hyperplan C"-1 = n-1 (0) C. 
On dit que deux projections Æ; &. (C", 0) + (C,0)et E, =. (C', 0)—+ 
— (C. 0) sont équivalentes si elles rendent commutatif le diagramme 


E, (C", 0) —(C, 0) 


E GC (C°,0) —1(C, 0), 
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dans lequel toute flèche verticale est un isomorphisme au voisinage 
de 0. 

Comme d'ordinaire, on dit que la singularité de la projection 
E = (C", 0) —+ (C, 0) est simple s’il existe parmi ses déformées 
un nombre fini de projections distinctes par rapport à l’équivalence 
décrite. Les singularités simples de projections sont décrites dans 
[129]. Elles éxistent pour p — 1 et p = 2. Pour décrire leurs repré- 
sentants. introduisons dans C" un système de coordonnées (zr;, . .. 

., Zn) de telle façon que la projection x envoie un point (x, .. 

., Tn) EC" dans le point zx, EC. Pour p = 1 les singularités 
simples de projections existent pour tout n > 2. Elles se définissent 
par les équations f, = 0 avec les fonctions f,(xr:. . . ., x,) suivantes 
(ici g=x +... + zx): 

A5: fi = Te; 

X\:fi=n+X, où X, est une des singularités simples de 

fonctions de (n7 — 1) variables x,, ..., x, (A, 


D, ou E, avec u>0 ); 
Bi:f=%+z+g (u 22); 
Cu'fi=titat af +q (u> 3); 
Fi: fi=2,+rs+g. 
Pour p = 2 les singularités simples de projections existent pour 


n = 3. Elles se définissent par les équations f, = f;, = 0, où les 
fonctions f:, f, sont les suivantes: 


Chili: fiers. fa=r+taitezs (2<k<l); 
Fon+i:fa—tè-t xs fo=ri+ 23 (x > 2); 
Fon+s : fs = 5 + x, fa = ti+ zers (& > 1). 


Fixons une projection linéaire a: (C*, 0) + (C, 0) le long d'un 
hyperplan C"-'€ C". Alors les germes d'intersections complètes 
E;, E, intervenant dans les singularités équivalentes de projections 
E; = (C", 0) — (C, 0) (i = 1, 2) se déduisent les uns des autres 
sous l’action d'un isomorphisme analytique local (C", 0) —+ (C" ,0) 
par lequel l'hyperplan C'"- revient à lui-même. Ainsi donc, à la 
singularité d’une projection Æ£ &. (C", 0) — (C, 0) correspond un 
germe d'intersection complète Æ£ avec une singularité isolée en 0 
considéré au difféomorphisme analytique local près (C", 0) — (C", 0) 
envoyant l'hyperplan C"-1€ C" dans lui-même. Pour cette raison, 
on peut dire que les singularités de projections sont une généralisa- 
tion et, dans un certain sens, une synthèse de singularités de bord 
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et de singularités des germes d'intersections complètes dont nous 
avons parlé au n° 5.2 et au n° 5.3 respectivement. 

Conformément aux n°% 5.2 et 5.3, pour les singularités de bord 
(i.e. pour les singularités isolées des germes de fonctions ou d'hy- 
persurfaces dans (C", 0) considérées aux isomorphismes analytiques 
locaux près de l’espace (C", 0) conservant son hyperplan C"-1 & C?) 
et pour les singularités isolées des germes d'intersections complètes 
dans (C", O), on peut, par analogie aux singularités ordinaires de 
fonctions. définir un réseau d'’entiers avec une forme bilinéaire en- 
tière, ainsi que les collections d'éléments privilégiées (distinguées) 
qui définissent cette forme. La différence par rapport au cas des singu- 
larités ordinaires de fonctions réside, dans le premier cas, en ce que, 
parmi ces éléments, on trouve des cycles évanescents « courts » 
aussi bien que « longs » (pour #7 = 3 mod 4 leurs indices de self- 
intersection sont —2 et —4 respectivement). Dans le second cas la 
différence est que la collection des éléments en question est redon- 
dante : on entend par là que son cardinal est plus grand que la di- 
mension du réseau, si bien que ces éléments sont linéairement dé- 
pendants sur le réseau. Par les raisonnements développés dans les 
n’% 95.2 et 5.3, on définit également pour la singularité d’une projec- 
tion E C- (C", 0) —+ (C, 0) un réseau d’entiers muni d'une forme 
bilinéaire entière. ainsi que des collections d'éléments privilégiées 
définissant cette forme. Ces collections présentent d'ailleurs Îles 
deux différences décrites par rapport au cas des singularités ordi- 
naires de fonctions: elles contiennent des cycles évanescents à la 
fois courts et longs et leur cardinal est plus grand que la dimension 
du réseau. 

La construction exacte du réseau et des collections d'éléments 
distinguées dans ce réseau est la suivante. Supposons que l'inter- 
section complète EC- (C", 0) soit définie par la famille d'équations 
fhi=f2=... = fn =0 (dim £ — n — p). Quitte à faire un chan- 
gement linéaire générique de ce système d' on peut ad- 
mettre que le système d'équations f, = fs = . = {,-1 = O0 définit 
une intersection complète de dimension (7 — p + 1) avec une singu- 
larité . en 0 (voir n° 5.3). Une variété de niveau non singulière 
F' — TS de type d'homo- 
topie d un 1 bouquet de sphères de dimension (n — p -- 1) dont le 
nombre est indépendant du choix concret du changement lineaire du 
système d'équations générique. L'’intersection de cette variété de 
niveau avec un hyperplan C"-1€ C" est une sous-variété non singu- 
lière de dimension (7 — p) dans la variété F” (Loujours pour un choix 
générique du système d'équations), et la fonction f, définit sur 7” 
une fonction qui a des points critiques isolés. Quitte à remplacer au 
besoin la fonction f, par sa déformée. on peut admettre que j, ne 
possède sur les variétés }” et F”fNC'"-1 que des points critiques non 
dégénérés à valeurs critiques distinctes. Prenant le couple de variétés 
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(F", F° NC"”"1) et la fonction f, sur ce couple, on peut réaliser la 
construction décrite dans le n° 5.2 pour le couple (C", C"-1). Cela si- 


enifie qu'on considère un revêtement à deux feuillets ” de F” rami- 


fié suivant la sous-variété F°f} C"-!, et une fonction f, qu'on déduit 
de f, en relevant celle-ci sur l'espace de revêtement. Sur une variété 


de niveau de În opère une involution qui permute les feuillets du re- 
vêtement. On distingue dans le groupe d’homologie entière d’une 


variété de niveau non singulière de f, un sous-groupe 7” qui réunit 
les classes d'homologie antiinvariantes par l'involution. C'est H- 
qui constitue le réseau d’entiers associé à la singularité de la projec- 
tion Æ =- (C", 0) — (C, 0). Au système de chemins joignant les 


valeurs critiques de }, à sa valeur non critique (et vérifiant les con- 
ditions imposées au système de chemins qui définit une base distin- 
guée) est associée une suite de cycles évanescents « ordinaires » 


en homologie d’une variété de niveau non singulière de f, sur F”: 
deux cycles pour chaque valeur critique de la fonction f,/F et un 
cycle pour chaque valeur critique de la fonction Lr-ner-t L'in- 


volution permute les premiers et opère sur les seconds comme mul- 
tiplication par (—1). Les différences des cycles correspondant aux 
valeurs critiques de /,,r- et les cycles correspondant aux valeurs cri- 
tiques de lr-nen-: engendrent le groupe À” des cycles antiinva- 


riants en homologie d'une variété de niveau non singulière de f, 


sur F’. C'est cette suite de cycles qui doit être considérée comme 
distinguée dans le réseau d'entiers A7. 


Puisque le groupe d’homologie de la variété F” (à la différence 
de l’espace C") est non trivial en général, le nombre des cycles est 
plus grand que la dimension du réseau Æ/- (exactement égal à la 
somme des dimensions de Æ- et du réseau constitué de classes d'ho- 


mologie antiinvariantes de F”}). Les indices d'intersection des cycles 
décrits permettent de tracer le diagramme de Dynkine correspondant 
d’après les mêmes règles que dans Île n° 5.2. On ne doit cependant 
pas oublier que ces règles définissent le diagramme d'après les in- 
dices d'intersection des cycles évanescents pour r — p = 2 mod 4. 
Donc, pour p—2 (n — p = 1), il convient de faire une conversion 
formelle de la matrice des intersections, pareille à celle qu'on fait en 
ajoutant à une singularité ordinaire d’une fonction le carré d’une 
nouvelle variable (voir n° 2.8), après quoi on construit le diagram- 
me comme s'il y avait »? — p = 2 mod 4. Dans le cas envisagé cela 
signifie que l’i-ième et le j-ième sommets sont reliés par une arète 
de multiplicité (A; ° A;) (si l’un quelconque au moins des cycles A;, 
À; est court) ou de multiplicité (A; ° A;)/2 (si les deux cycles sont 
longs), i << j (dans l'ordre ordinaire des cycles {A,} dans la suite 
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distinguée); les flèches sur les arêtes partent des sommets correspon- 
dant aux cycles évanescents longs et aboutissent aux sommets cor- 
respondant aux cycles évanescents courts. 

On voit sans peine que les diagrammes des singularités simples 
de projections sur droite pour p — 1 se confondent avec les diagram- 


K 1 
® ee © en © 


Fu O—LiD—0-e ° 0e Q=————Q) 
Fig. 51 


mes de même nom des singularités ordinaires de fonctions ou des singu- 
larités de bord. Les diagrammes des singularités des projections 
Ci: 2<k< TI) et F, (up > 5) se présentent comme il est montré 
sur la figure 51 ([129]; les sommets ne sont pas numérotés). 


CHAPITRE II 


INTÉGRALES OSCILLANTES 


Le présent chapitre est consacré à l’étude du comportement asymp- 
totique des intégrales oscillantes, i.e. des intégrales de la forme 


I (x) = | eit/op (zx) dr, ... dr,, 
R? 


pour des valeurs élevées du paramètre réel +. Ici f et @ sont des fonc- 
tions différentiables. La fonction j est appelée phase, et la fonction w, 
amplitude. Conformément au principe de la phase stationnaire, ce 
sont les voisinages des points critiques de la phase qui apportent 
la plus grande contribution à la série asymptotique. Dans ce cha- 
pitre nous considérons le comportement asymptotique en fonction des 
différentes caractéristiques des points critiques de la phase (désingu- 
larisation, polyèdres de Newton) et nous proposons des méthodes 
de calcul du développement asymptotique. Le chapitre suivant sera 
consacré à l’étude du comportement asymptotique en fonction de la 
monodromie et des structures de Hodge mixtes des points criti- 
ques. 

Pendant les 10 ou 15 dernières années, la théorie des singularités 
s'est trouvée étroitement liée à l'étude des intégrales oscillantes. 
D'un côté, beaucoup de problèmes de la théorie des singularités ont 
résulté des tentatives de comprendre le comportement des intégrales. 
D'un autre côté, un grand nombre d'études des points critiques se 
sont trouvé des applications immédiates dans les études du comporte- 
ment asymptotique d'intégrales. Rappelons à titre d'exemple que 
la classification des points critiques simples de fonctions est née 
comme sous-produit du calcul des développements asymptotiques de 
quelques intégrales oscillantes élémentaires (voir [9, 11]). La rela- 
tion entre le comportement asymptotique des intégrales et les struc- 
tures de Hodge mixtes des points critiques en est un autre exemple 
(voir chapitre IIT). 
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$ 6. Discussion des résultats 
6.1. Exemples, définitions. 


A. Intégrales oscillantes et oscillations à ondes courtes. Dans 
beaucoup de problèmes d'optique, d’acoustique, de mécanique des 
quanta, de théorie des équations aux dérivées partielles, de calcul 
des probabilités, de théorie des nombres, on est amené à étudier des 
intégrales oscillantes pour des valeurs élevées du paramètre. 


Exemple. Soit une surface dans l’espace tridimensionnel. Sup- 
posons que chaque point de la surface émette une onde sphérique de 
fréquence et de longueur données. Supposons que la longueur d ‘onde 
soit faible devant les dimensions de la surface et devant la vitesse 
de variation de l'amplitude de l'onde lors du changement du point 
émetteur. 

Les oscillations en un point y de l’espace sont définies par la 
fonction 


nur Q etills-vll/x 
erniut | 


Eur PU 


dans laquelle t est le temps, wo la fréquence angulaire (pulsation), 
À la longueur d'onde, S l'aire de la surface émettrice, ç l’amplitude, 
dx l'élément d’aire. Ainsi donc, l’oscillation complexe est définie par 
une intégrale oscillante où le rôle de grand paramètre réel est joué 
par l'inverse de la longueur d'onde, et celui de la phase, par une 
fonction de la distance séparant le point émetteur d’un point fixé 
de l’espace. 

Ce sont les voisinages des points critiques de la phase qui ap- 
portent la plus grande contribution à l'oscillation complexe (i.e. à 
l'intégrale oscillante). Si tous les points critiques de la phase sont 
non dégénérés, la contribution de chacun est proportionnelle à la 
longueur d'onde. Si la phase admet des points critiques dégénérés. 
leurs voisinages restreints apportent à l’oscillation complexe une 
contribution encore plus importante: la longueur d'onde intervenant 
dans ce cas avec un degré inférieur à 1. En règle générale, la fonction 
sur la surface égale à la distance séparant le point émetteur d'un 
point fixe de l’espace n'admet que des points critiques non dégé- 
nérés. Si cette fonction a un point critique dégénéré, le point fixe 
en question est appelé point caustique ou point focal. Le lieu des 
points critiques dans l’espace est une nouvelle surface appelée caus- 
tique. Dans les points de la caustique l'oscillation complexe a une 
amplitude singulièrement élevée. Si la surface émet des ondes de 
lumière. la caustique est le lieu des points anormalement lumineux. 
On peut la voir sur un mur éclairé par les rayons lumineux réfléchis 
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par une surface concave (par l'intérieur d'une tasse par exem- 
ple). 

Voici une autre définition de la caustique. Une caustique est l’en- 
semble des valeurs critiques de l'application exponentielle d'un 
fibré normal à la surface émettrice. Rappelons la définition de l’ap- 
plication exponentielle. Tout point du fibré normal à une surface 
est un couple constitué par un point de la surface et le vecteur ap- 
pliqué en ce point et normal à la surface. L'application exponentielle 
associe à un tel couple un deuxième point de l’espace, qui est le point 
terminal du vecteur. 

Il existe enfin une troisième définition de la caustique. Sur la 
normale à la surface émettrice, portons les rayons de courbure prin- 
cipaux. Le lieu des points terminaux de tous ces segments est pré- 
cisément la caustique (voir [140]). 

Citons encore une source d'’intégrales oscillantes. Un des problé- 
mes classiques de théorie des équations différentielles linéaires aux 
dérivées partielles est le problème de recherche du développement 
asymptotique par rapport au paramètre de la solution du problème 
de Cauchy à données initiales rapidement oscillantes. Les méthodes 
asymptotiques (voir [234 à 236]) conduisent dans ce cas au résultat sui- 
vant. Pour tout entier naturel W, dans un voisinage restreint d’un 
point quelconque y. la solution du problème de Cauchy se laisse 
mettre sous la forme d'une somme finie d'intégrales oscillantes 


Lertn np {y 2,0) de 


et d’un terme résiduel d'ordre o (t-Ÿ) pour t — --oo. Dans cette in- 
tégrale F est une fonction à valeurs réelles, + le grand paramètre du 
problème, x des paramètres réels, @ une fonction à support borné 
en x qui est un polynôme en (it)-!. Le calcul du comportement asymp- 
totique de la solution du problème de Cauchy se réduit donc au 
calcul des sériès asymptotiques des intégrales oscillantes. 

On trouve dans les travaux de M. Berry et de J. Nye (voir 
(47]) de nombreux exemples de problèmes physiques dans lesquels 
on est amené à étudier le comportement asymptotique d’intégrales. 
Notons aussi les articles intéressants [30, 120, 271]. 


B. Principe de la phase stationnaire. Son énoncé est: ce sont 
les voisinages des points critiques de la phase qui apportent la plus 
grande contribution à l'intégrale oscillante. 


Théorème {. Supposons que l'amplitude d'une intégrale oscillante 
soit à support compact et que sa phase soit sans points critiques sur 
le support de l'amplitude. Alors, quand le paramètre de l'intégrale 
oscillante tend vers +, l'intégrale tend vers O plus vite que n'im- 
porte quelle puissance du paramètre. 
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Démonstration. Supposons pour commencer que l'in- 
tégrale soit de dimension un. Intégrons-la par parties: 


+00 + 
| eit{ (xp (x) dr = ne | eit{ (x) (@(zx}/f° (x))' dx. 


Quitte à répéter l'intégration autant de fois que nécessaire, nous 
verrons que le théorème est vérifié. 

En dimension =—1 on procède à une partition de l'unité et au 
choix de nouvelles variables d'intégration où la fonction phase est 
une des variables. 


C. Intégrale de Fresnel. Une intégrale oscillante dont la phase 
n’a que des points critiques non dégénérés est appelée intégrale de 
Fresnel. 


Exemple. Considérons une intégrale oscillante de dimension un 
avec comme phase la fonction 2°. On voit sur la figure 52 la courbe 


Fig. 52 


y = cos (tr*) p (x), partie réelle de l'expression sous le signe somme 
de l'intégrale oscillante. Il est clair que pour + grand l'intégrale est 
proportionnelle à l’aire sous la première demi-onde, i.e. à @ (0) t-1/. 
Le calcul exact montre que pour t —>+co l'intégrale oscillante se 
laisse mettre sous la forme 


q (0) V x/7 exp (ix/4) 
plus un terme résiduel de l’ordre de © (+-3%/?) (voir [108)). 
Considérons une intégrale de Fresnel de dimension >1: 
À exp (itf (x) q(x) dr... dr 
R? 


Théorème 2 (voir (107, 108]). Supposons que la phase de l'in- 


#9 # # #7 À 


le support de l'amplitude soit compact et ne contienne aucun autre 
point critique de la phase. Alors, pour t—> <+o, l'intégrale peut 
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s'écrire 
@(0) (2x/T)"/* exp (itf (0) + 
+ (in/4) sign fxx(0)) Idet fxx (0)|71/2+ 0 (77/21), 


où sign frx (0) est la signature de la matrice des dérivées secondes de 
la phase à l'origine, et det f;- (0) le déterminant de la matrice en 
question. 

Démonstration. D'après le lemme de Morse, la phase 
s'écrit en coordonnées convenables au voisinage du point critique 
sous la forme 


Yi +... HR — Yet — eV. 


I] suffit donc de démontrer le théorème dans ce cas précis. Or. le 
théorème de Fubini permet de réduire sans peine ce cas à l’assertion 
de l’exemple précédent. Le théorème est démontré. 


D. Caustiques. Dans les problèmes physiques la phase et l’am- 
plitude des intégrales oscillantes sont généralement fonctions de 
certains paramètres auxiliaires. Considérons une intégrale de ce type. 
Supposons que la phase soit une famille générique de fonctions dé- 
pendant de paramètres auxiliaires (voir à ce sujet la Première partie, 
chapitre 11). Dans ce cas l'intégrale est de Fresnel pour presque tou- 
tes les valeurs des paramètres et, pour ces valeurs-ci, est de l’ordre 
de t-"/* (théorème 2). Dans l'espace des paramètres. le lieu des va- 
leurs des paramètres pour lesquelles la phase a un point critique dégé- 
néré est une hypersurface appelée caustique. Quand les paramètres 
prennent des valeurs caustiques, l'intégrale tend vers 0 avec la vi- 
tesse définie par les points critiques dégénérés de la phase. 


E. Comportement asymptotique des intégrales oscillantes au 
voisinage d’une caustique. Supposons que pour une valeur parti- 
culière des paramètres auxiliaires la phase de l'intégrale oscillante 
n'admette qu'un point critique unique et que, considérée comme une 
famille de fonctions dépendant de paramètres, elle soit une famille 
de fonctions génériques. Dans ce cas la caustique au voisinage de la 
valeur particulière considérée des paramètres est appelée caustique 
élémentaire. 

On voit sur les figures 53 à 57 quelques exemples de caustiques 
élémentaires qui se présentent quand les paramètres sont au nombre 
de 2 et de 3. Sur chaque partie de la caustique on a marqué les types 
des points critiques dégénérés de la phase qui apparaissent quand les 
paramètres prennent les valeurs caustiques indiquées. Par exemple, 
A, + À, signifie que la phase a deux points critiques de type 4:, 
les autres points critiques de la phase étant non dégénérés. Chaque 
point critique dégénéré de la phase apporte à l’intégrale une contri- 
bution de l’ordre de TP-"/*. Le nombre B pour les points critiques 
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des types 4,, D, est (Æ — 1)/(2k + 2) et (4 — 2)/(2k — 2) respec- 
tivement (voir le théorème 4 dans le texte qui suit). 

En accord avec les résultats cités dans le chapitre III de la Pre- 
mière partie, pour les phases qui dépendent génériquement de deux 
ou de trois paramètres, chaque caustique élémentaire est localement 
difféomorphe à l’une des caustiques des figures 53 à 57. Aux valeurs 


À: 
À 
"4 ts 


» KA. 
» 


Fig. 56 Fig. 57 


des paramètres qui passent les unes aux autres par le difféomorphisme 
local correspondent des intégrales d'ordres égaux. 

Supposons que les paramètres auxiliaires soient au nombre de 
quatre et qu’un paramètre. le temps, soit privilégié. Pour des famil- 
les de fonctions génériques, toutes les métamorphoses possibles des 
caustiques en fonction du temps sont montrées sur les figures 58, 59. 
V. Zakalvukin [403] a établi une classification des métamorphoses 
des caustiques (voir Première partie, chapitre III). Chaque type de 
métamorphose a son nom. Les familles correspondantes sont indiquées 
dans le n° 22.3 de la Première partie. 

Attirons l'attention du lecteur sur la colonne A5 4 4; de la 
fig. 58. On y voit la métamorphose qui est unique en ce sens que 
pour elle la caustique est inexistante dans le temps positif mais ap- 
paraît dans le temps négatif. V. Zakalyukin ([403]) en tire l’expli- 
cation du phénomène de disparition énigmatique des « soucoupes 
volantes ». 


F. Intégrales oscillantes étendues à un demi-espace. Reprenons 
l'exemple du sous-paragraphe A. Supposons que la surface émettrice 
soit opaque pour des ondes émises. Alors il n'arrive au point con- 
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Fig. 59 


sidéré de l'espace que les ondes émises par la partie visible de la sur- 
face. Aussi l'oscillation complexe dans un point de l'espace repré- 
sente-t-elle une somme d'’intégrales oscillantes dont chacune est 
étendue à une partie de la surface. Donc, en étudiant les oscillations 
H.F., il est bon de savoir calculer le développement asymptotique 
des intégrales oscillantes étendues à un domaine délimité par une fron- 
tière. Nous allons considérer le cas d’une frontière différentiable. 


10—0626 
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Soit une integrale oscillante étendue à une partie de R" délimitée 
par la condition de positivité de la première coordonnée; la phase et 
l'amplitude de l'intégrale seraient des fonctions différentiables dans 


l'espace tout entier. 


Théorème 1”. Supposons que l'amplitude d'une intégrale oscillante 
étendue au demi-espace soit à support compact. Supposons que sa phase 
étendue au demi-espace n'admette pas de points critiques sur le support 
de l'amplitude dans le domaine d'intégration. Supposons que la res- 
triction de la phase au bord du demi-espace soit sans points critiques sur 
le support de l'amplitude. Alors, quand le paramètre de l'intégrale os- 
cillante tend vers +oo, l'intégrale tend vers O plus vite que toute puis- 
sance du paramètre. 

Démonstration. Il suffit de considérer le cas où le sup- 
port de l’amplitude est contenu dans un petit voisinage d’un point de 
la frontière du demi-espace. Quitte à changer les variables d'inté- 
gration, on passe au cas où le demi-espace d'intégration est tel que 
la première variable y est positive et la phase constitue la seconde 
variable. Intégrant par parties autant de fois qu'il est nécessaire 
suivant la seconde variable, on obtient la proposition du théorème. 


Supposons que la phase de l'intégrale oscillante étendue au demi- 
espace soit sans points critiques sur la frontière du demi-espace. 
Supposons que tous ses points critiques intérieurs au demi-espacesoient 
non dégénérés et que les points critiques de sa restriction à la fron- 
tière du demi-espace d'intégration soient non dégénérés eux aussi. 
Une intégrale oscillante possédant une telle phase sera appelée inté- 
grale de Fresnel étendue à un demi-espace. 


Théorème 2”. Considérons une intégrale de Fresnel suivant un demi- 
espace dans lequel la première coordonnée est positive. Supposons que 
l'origine des coordonnées ne soit pas un point critique de la phase mais 
qu'elle soit un point critique non dégénéré de la restriction de la phase à 
la frontière du demi-espace. Supposons que le support de l'amplitude 
soit compact, qu'il ne contienne pas de points critiques de la phase ni 
aucun autre point critique de la restriction de la phase à la frontière 
du demi-espace. Alors, quand le paramètre de l'intégrale tend vers 
+ oo, l'intégrale se laisse mettre sous la forme 


g (0) (ir) 1 (2x/)-0/2 exp (itf (0) + 
+ (ëx/4) sign fe (0)) | det fs (0) (FE + 0 (ENS) 
où Sign fx (0) est la signature de la matrice des dérivées secondes au 


point critique de la restriction de la phase au bord, et det fax" (0) Le 


déterminant de cette matrice. 
Démonstration. Au voisinage de l'origine, changeons la 


première variable de telle façon que, dans le demi-espace d'’intégra- 
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tion, elle reste positive comme auparavant et que la phase de l'inté- 
grale soit de la forme zx, + h (x2, . . ., zn). Le théorème 2” se réduit 
maintenant au théorème 2 en faisant l'intégration par parties sui- 
vant la première variable. 

Supposons que la phase et l’amplitude de l'intégrale oscillante 
étendue au demi-espace soient fonctions de paramètres auxiliaires. 
Supposons que la phase, considérée comme une famille de fonctions 
dépendant de paramètres, soit une famille de fonctions générique 
(voir Première partie, chapitre IT). Dans ce cas l'intégrale est de 


B; C; C; 


B, C; CG; 


Fig. 61 


Fresnel pour presque toutes les valeurs des paramètres. Dans l'espace 
des paramètres, les valeurs des paramètres pour lesquelles l'inté- 
grale n’est pas de Fresnel forment une hypersurface appelée caustique. 

Supposons que, pour une certaine valeur des paramètres, la phase 
n'’admet qu'un point critique unique sur la frontière du demi-espace 
d'intégration. La caustique au voisinage d’une telle valeur des para- 
mètres est appelée élémentaire. 

On voit sur les figures 60 à 64 quelques exemples de caustiques 
élémentaires qui apparaissent pour un nombre de paramètres 2 et 3. 

Lorsque les paramètres prennent une valeur caustique, alors ou 
bien la phase admet un point critique dégénéré dans le demi-espace 
d'intégration, ou bien la phase admet un point critique sur le bord, 
ou bien la restriction de la phase au bord admet un point critique 
dégénéré. Les noms de ces points critiques sont marqués sur les figu- 
res près de chaque partie de la caustique. Pour les formes normales 
de ces points critiques, voir la Première partie, $ 17, ainsi que [16]. 
Chaque point critique indiqué apporte à l'intégrale une contribution 


10% 
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de l'ordre de tê-"/. Les nombres $ pour les points critiques des 
types A$, D, Br, CK, F, sont respectivement —1/(k + 1), —1/(2k — 
— 2), (k — 1)/2k, 0, 1/6 (voir le théorème 8.9 ci-après). 

D'après [16] (voir aussi $ 17 de la Première partie), pour les 
phases d'intégrales oscillantes étendues à un demi-espace qui dépen- 
dent génériquement de deux ou de trois paramètres, chaque causti- 
que élémentaire est localement difféomorphe à l’une des caustiques 


Fig. 64 


des figures 60 à 64. Aux valeurs des paramètres qui passent les unes 
dans les autres par le difféomorphisme local correspondent des inté- 
grales d'ordres égaux. 


G. Zones de lumière, d’ombre, de pénombre (d’après K. Mandry- 
kine). Supposons que la phase et l’amplitude d'une intégrale oscil- 
lante soient fonctions de paramètres auxiliaires. Considérons dans 
l’espace des paramètres une caustique et une valeur quelconque de 
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paramètres en dehors de la caustique. La phase de l'intégrale oscil- 
lante correspondant à cette valeur des paramètres ou bien n’a que 
des points critiques non dégénérés, ou bien n’a aucun point critique. 
Dans le premier cas l'intégrale oscillante tend vers 0 pour + —+ +00 
comme t-"/°, où n est la dimension de l’espace d'intégration, et dans 
le second, plus vite que n'importe quelle puissance du paramètre +. 
Le domaine extérieur à la caustique sera appelé respectivement : 

— zone de lumière si aux valeurs des paramètres dans ce domaine 
correspondent des intégrales oscillantes dont les phases ont au moins 
un point critique; 

— zone d'ombre si aux valeurs des paramètres dans ce domaine 
correspondent des intégrales oscillantes dont les phases n’ont aucun 
point critique. 


Exemple. On voit sur les figures 55 à 57 les caustiques qui corres- 
pondent aux points critiques des types A+, As, A4, DE. Sur les des- 


sins des caustiques pour 4,, 4,, DÈ les zones d'ombre sont situées 
au-dessous des caustiques. Les autres domaines en dehors des causti- 
ques sont des zones de lumière. 


Supposons que l'intégrale oscillante considérée soit étendue à 
un demi-espace. Considérons une valeur quelconque des paramètres 
en dehors de la caustique. Trois cas peuvent se présenter alors: 

1) la phase de l'intégrale oscillante correspondant à la valeur 
considérée des paramètres admet au moins un point critique dans le 
demi-espace d'intégration. Dans ce cas l'intégrale est d'ordre t-"/?; 

2) la phase de l'intégrale oscillante correspondant à la valeur 
considérée des paramètres n’a aucun point critique dans le demi- 
espace d'intégration, mais la restriction de la phase au bord du demi- 
espace d'intégration admet au moins un point critique. Dans ce cas 
l'intégrale est d'ordre t-{"*1)/° (théorème 2’); 

3) ni la phase de l'intégrale oscillante pour la valeur considérée 
des paramètres, ni sa restriction au bord du demi-espace d'intégration 
n'ont pas de points critiques dans ce demi-espace. Dans ce cas l’inté- 
grale tend vers O pour t—> + plus vite que n'importe quelle puis- 
sance du paramètre t. 

Conformément à ces trois cas possibles, les domaines extérieurs à 
Ja caustique seront appelés zone de lumière, zone de pénonbre et zone 
d'ombre respectivement. 


Exemple. On voit sur les figures 61 à 64 les caustiques corres- 


pondant aux points critiques des types B:, C$,C,, B,, F,. Indiquons 
les zones d'ombre et de pénombre sur ces dessins (les autres domaines 
en dehors des caustiques sont des zones de lumière). Sur la figure 61, a 
la zone de pénombre est au-dessus de Ja caustique, sur la figure 61, b, 
au-dessous de la caustique. Sur la figure 61, c la zone d'ombre est au- 
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dessus de la caustique et la zone de pénombre, entre les deux feuil- 
lets de la caustique. Sur la figure 62 la pénombre se situe d’un côté 
du plan de la caustique. Sur la figure 63 la pénombre est à droite, 
au-dessus du plan de la caustique. Sur la figure 64 l’ombre s'étend 
au-dessus de la caustique tout entière, et la pénombre est derrière 
la caustique sous le plan de la caustique, ainsi qu’à droite, entre le 
plan de la caustique et la surface réglée (troisième partie de la causti- 
que). | 

I] serait curieux de savoir s’il existe des points critiques qui ont 
deux zones d'ombre en dehors de leurs caustiques. Il est probable que 
les zones d'ombre possèdent certaines propriétés de convexité. 


H. Théorème 3 (du développement asymptotique; voir [29], 
[43], [44], [350], [229). Considérons l'intégrale oscillante 


| exp (itf(x)) q(z) dxs ... dx. (1) 
R? 


Soit la phase une fonction analytique au voisinage de son point criti- 
que ©. Alors l'intégrale oscillante se développe en série asymptotique 


exp (itf (2) © 5 a a(e)E (nt) pour t+ +, (2 
kum 


œ 


si Le support de l'amplitude est contenu dans un voisinage suffisamment 
restreint de ce point critique de la phase. Ici le paramètre « parcourt un 
ensemble fini de progressions arithmétiques ne dépendant que de la phase 
et contenant comme termes des nombres rationnels négatifs. Les coeffi- 
cients numériques ax, , Sont des fonctions généralisées de l'amplitude, 
ou distributions. Le support de chaque distribution de ce type appar- 
tient à l'ensemble critique de la phase. 


Exemple (voir [108]). Considérons une intégrale de Fresnel. Sup- 
posons que la phase de l'intégrale admette un point critique non dégé- 
néré à l'origine et que le support de l'amplitude soit compact et ne 
contienne aucun autre point critique de la phase. Alors, quand le 
paramètre tend vers +oo, l'intégrale se développe en série asympto- 
tique 


oc 
exp (itf (0)) t7"/2 S' a;t-i. 
j=0 
Le coefficient a; est une combinaison linéaire des dérivées 2j-ièmes 
mixtes à l'origine des coordonnées, a, est décrit dans l'énoncé du 
théorème 2. 


Remarque. La condition d’analyticité de la phase dans le théorè- 
me 3 est vérifiée presque toujours : la phase est un polynôme en coor- 
données convenables au voisinage d’un point critique de multipli- 
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cité finie. [1 y a tres peu de points critiques de multiplicité infinie: 
les coefficients de la série de Taylor d'un point critique de multipli- 
cité infinie vérifient une infinité de relations algébriques indépen- 
dantes. 

Nous donnerons deux démonstrations du théorème 3. La pre- 
mière, fondée sur le théorème de Hironaka de résolution des singu- 
larités, sera décrile au $ 7. La seconde, qui fait intervenir le cas 
analytique complexe, apparaîtra au $ 11. 

Dans la série asymptotique d’une intégrale oscillante, la phase 
et l'amplitude n'ont pas la mème importance: la phase définit les 
exposants de puissance du paramètre, alors que l'amplitude définit 
les coefficients auprès de ces puissances. L'influence de la phase est 
prépondérante. En étudiant une intégrale oscillante. on laisse géné- 
ralement inchangée la phase et l’on fait varier l'amplitude. Dans 
l'exemple du sous-paragraphe À, où il s’agit d’une surface émettrice 
d'ondes, la phase détermine la géométrie de la surface et l'amplitude, 
l'intensité du rayonnement. 


I. Indice d’oscillation et indice de singularité. Les principales 
caractéristiques de la série asymptotique d'une intégrale oscillante 
sont l'exposant de puissance du paramètre dans le terme maximal de 
la série, l’exposant du logarithme du paramètre dans le terme ma- 
ximal de la série, le coefficient numérique du terme maximal de la 
série et, enfin, l'ensemble des exposants de puissance du paramètre 
qu'on rencontre dans la série. 


Définitions. L'ensemble des indices d'une phase analytique dans un 
point critique est l’ensemble des nombres & tels que pour tout voi- 
sinage du point critique, il existe une amplitude à support contenu 
dans ce voisinage pour laquelle il existe dans la série asymptotique 
(2) un nombre # tel que le coefficient a, soit non nul. L'indice d'os- 
cillation de la phase analytique au point critique est le plus grand 
nombre qu’on trouve dans l’ensemble des indices. L'indice d'oscil- 
lation se note $. La multiplicité de l'indice d'oscillation de la phase 
analytique au point critique est le plus grand nombre k qui présente 
la propriété suivante : pour tout voisinage du point critique, il existe 
une amplitude à support contenu dans ce voisinage pour laquelle 
le coefficient a:,8 dans la série asymptotique (2) est non nul. La 
multiplicité de l'indice d'oscillation se note X. 


Exemple. L'ensemble des indices d’une phase de x variables au 
point critique non dégénéré est l’ensemble de tous les nombres de 
la forme —n/2 — 1, où L — 0, 1, ... L'indice d'oscillation du 
point critique en question est —7/2, et sa multiplicité est nulle. 

L'indice d'oscillation et sa multiplicité possèdent la propriété 
d'additivité. Soient f (z1, ..., x) et £g(y1, . . .. y) deux fonc- 
tions analytiques ayant des points critiques à l’origine. Alors pour 
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la fonction f (z1, . . ., Zn) + £ (Y1, . . ., y) on a à l’origine 
BC+D9 =BD+B(E), KG +8) = K(f) + K (g) 


(c'est une conséquence du théorème de Fubini, $ 9). L'additivité 
de l'indice d'’oscillation et de sa multiplicité donne lieu à la défi- 
nition suivante: 


Définition. L'indice de singularité d'une phase analytique de n 
variables dans un point critique est son indice d'oscillation aug- 
menté de n/2. La multiplicité de l'indice de singularité est la multi- 
plicité de l'indice d'’oscillation. 

Dans un point critique non dégénéré de la phase, l'indice de sin- 
gularité est nul, de même que sa multiplicité. En deux points cri- 
tiques stablement équivalents, les indices de singularité et leurs 
multiplicités sont égaux. 


J. Tableaux des indices de singularité. Dans ce chapitre nous 
calculons (dans les cas énumérés ci-après) les principales caracté- 
ristiques d'un point critique de la phase d'une intégrale oscillante: 
l'indice d'’oscillation, sa multiplicité, l’ensemble des indices, et 
nous calculons les amplitudes pour lesquelles le terme dominant de 
la série asymptotique est non nul. Les résultats obtenus permettent 
de calculer les indices de singularité et leurs multiplicités pour tous 
les points critiques classifiés dans le chapitre II de la Première partie, 
à savoir: pour tous les points critiques simples, unimodaux et bimo- 
daux, pour tous les points critiques de multiplicité inférieure à 16, 
pour tous les points critiques rentrant dans les classes de codimen- 
sion inférieure à 10 (voir Première partie, $ 15). 

Les résultats des calculs sont résumés dans les tableaux 1 à 5. 
Dans la première ligne des tableaux sont indiqués les noms des types 
des points critiques de la phase, et dans la seconde les indices de 
singularité. Pour les formes normales des points critiques, voir Pre- 
mière partie, n°° 15.1 et 17.1. Le sens de nos tableaux est le suivant: 
si, au voisinage d'un point critique, la phase de l'oscillation se laisse 
réduire à la forme tabulaire par un difféomorphisme de l’espace, alors 
son indice de singularité est égal à celui de la fonction correspondante 
qui figure dans le tableau. 


Tableau 1. Singularités simples 


4% Dr | Es E; Es 
ei us | 5 | 4 | 7 
+2 2k— 12 9 15 
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Tableau 2. Singularités unimodales 


Pas À 9 J0» Jio+; X 94h Yr, 5 Ÿ,, Pal, Ri.m Rm Th, qurs Foire 


Li 

2 
Ejs | Es | Eos Quo | Zia | Zass Qu1 | Waia | Wiss San | Que | Sie | Una 
1 | 8 13 | 6 S | 11 4 [17 |15| 7 
21 45 24 11 9 20 16 30 26 42 


Tableau 3. Singularités bimodales 


Jo | Zios Es | Wisos WE gi Qnor Zis | Sico SE 20-19 Wa: 


Ja, P Z1. p Wi, D'À W$ 2q? Qa, P Si, pr sf 29? Qi: 
S : ni e 
9 7 12 5) 


S37| Ui, os Un, ag=-1r Ua, aq | E18 | Eso | Zis | Zi19 | Wis | Q16 | Que | Sie | Us 
5 si sus ions ar |2s | 21e 
8 18 30 | 24 | 17 27 28 | 42 | 48 | 34 30 


Tableau 4. Singularités de corang 2 à 4 jet non nul 


Jros Jr] Een Egh+ Epss | Xn.os Xh. ps YF, 
2k—1 6k—1 4k 6k+1 3k—1 
3% Dk+3 | +3 | +6 m'E 
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Suite du tableau 4 


TR ARE AO TT TT z? 
Ë 0 i, P . 12kR+6i—1 pour k> 2 : 0 
Zion+eir Zion+ei+1 Zi, p 
3k— 1 21+5 
4k 3i+8 
Zoe; Zi Zn go: | Zi,or Zi. P Zei+u1 | Zot+12 | Zeiss 
Ci+17 4i+ 12 6i+19 2i+2 Gi+S8 4i+6 Gi+10 
9i+27 61+19 9i+ 30 3t+4 gi+15 6i+11 9i+18 
Wish Wioker | Who Wh, Wie 2q—1? WE 2q Wishss Wickes 
12k— 1 9x 12k+2 9k +3 12k<+5 
16k+4 | 124+4 16k+ 8 12k+8 164 + 12 


Tableau 5. Singularités de corang 8 à 3-jet réduit et à 3-jet x°?y 


Qu 0: OR. à Qeh+s | Qeh+s Qeh+e | S'isk-1 | S'iok 
4k—1 12k+1 8k+2 12k+5 12k—3 18k —3 
Gk 18k+ 6 12k+6 18k + 12 16k 24k+2 
SR, L S = V , 9 v* — 
° k A je S'iah+s S'ihes U;sn Ur, 24 | Uiones Don a Dre 
SR. és Sr 2q LD 2q-1 V1. p’ Vs. 2q 
GK 18k+3 | 12k+3 | 15kx—1 | 10k+1 | 15k+4 


5 
8k+ 2 34k+ 10 | 16448 | 18446 | 12446 | 184412 8 
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Pcur les points critiques des types J'ioins Xo+hs rss Path: Ri ms 


RE Rat, Tusgr (PA + gt + 1) Xi (PO), Yés Zi, 
A PEETS ALERTE FAT Z;, p l'indice de singularité est de mulli- 
plicité 1, pour les autres points critiques des tableaux 1 à 5 ilest de mul- 
tiplicité O0. Pour tous les points critiques des tableaux (à l'exception de 


Pan, Am, Rm 7, Tp.m) le coefficient ax. s du terme dominant de la 
série asymptotique (2) est égal à la valeur de l'amplitude au point cri- 
tique de la phase multipliée par une constante non nulle qui ne dépend 


que de la phase. Pour les points critiques des types P£+n. Rm',Rm°, 


Ty, m La dernière assertion a lieu pour la partie imaginaire du coefji- 
cient aK,p: 
Toutes ces assertions seront démontrées au $ 9. 


6.2. Enoncé des résultats. Les résultats fondamentaux de ce 
chapitre sont formulés en termes de polyèdres de Newton de la série 
de Taylor du point critique de la phase. Rappelons que le polyèdre 
de Newton est un polyèdre convexe formé par les exposants de puis- 
sance des monômes termes de la série de Taylor. Nous considérons 
la classe des points critiques ayant un polyèdre de Newton donné et 
nous montrons que presque tous les points de la classe ont même in- 
dice d'’oscillation. La formule définissant l'indice en question sera 
démontrée compte tenu de la géométrie du polyèdre de Newton. 
Font exception les points critiques pour lesquels les coefficients de 
la série de Taylor vérifient un ensemble fini de conditions algébriques 
explicites. 

La classe des points critiques ayant un polyèdre de Newton donné 
s'avère utile pour l’étude des invariants discontinus des points cri- 
tiques. Un invariant prend généralement la même valeur pour pres- 
que tous les points de la classe, et cette valeur s'exprime facilement à 
l'aide de la géométrie du polyèdre de Newton (voir n° 6.2, D, 3.5, 
et aussi [28, 41, 42, 62 à 64, 87, 154 à 160, 177, 190, 191, 196, 334, 
350, 359, 368, 372, 375, 3771). 


A. Polyèdre de Newton. Dans l’octant positif de l'espace R”, 
i.e. dans l’ensemble des points à coordonnées non négatives, consi- 
dérons une partie arbitraire telle que tous ses points soient à coordon- 
nées entières. Cherchons le polyèdre de Newton de cette partie. 

Faisons le transport parallèle de l'octant positif en chaque point 
de la partie considérée. On appelle polyèdre de Newton l'enveloppe 
convexe dans R" de la réunion de tous les transportés parallèles de 
l'octant. C’est un polyèdre convexe ayant ses sommets en des points 
à coordonnées entières non négatives. À chaque point y est associé 
un transporté parallèle de l’octant positif. On appelle diagramme 
de Newton de la partie considérée de l’espace la réunion de toutes les 
faces compactes de son polyèdre de Newton. 
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Soit une série de puissances f — Y a;z* à coefficients réels ou 
complexes, k — (k1, ..., kn), æ* = xh1...xtn. On appelle sup- 
port de la série l'ensemble des exposants de puissance de tous les mo- 
nômes termes de la série à coefficients non nuls. Le support de la sé- 
rie est une partie d'octant positif qui réunit des points à coordonnées 
entières non négatives. Eliminons du support l’origine des coordon- 
nées (si elle est dans ce support). L'ensemble ainsi obtenu est appelé 
support réduit de la série. Le polyèdre de Newton d’une série de puis- 
sances est le polyèdre de Newton de son support réduit. Le diagramme 
de Newton d'une série de puissances est le diagramme de Newton de 
son support réduit. 

Le polyèdre de Newton se note l', et le diagramme de Newton A. 


Exemple. Les polyèdres de Newton et les diagrammes de Newton 
des séries de Taylor des fonctions f = (21 + 25) + x!,g = (x — x) 
et h = (x, + 2,)? x? + x5 + xf à l'origine des coordonnées sont 
représentés sur la figure 65. 

Pour toute face y du polyèdre de Newton d'une série de puissan- 
ces, on appelle y-partie de la série en question la série de puissances 


Fig. 65 


constituée de monômes dont les exposants de puissance appartien- 
nent à la face y, chaque monôme intervenant dans la y-partie avec 
le même coefficient que dans la série de puissances initiale. Si la face y 
est compacte, la y-partie de la série est un polynôme. On appelle 
partie principale de la série de puissances le polynôme formé des 
monômes dont les coefficients appartiennent au diagramme de Nev- 
ton de la série, chaque monôme intervenant dans la partie principale 
avec le même coefficient que dans la série initiale. La y-partie d’une 
série jf se note f,, et la partie principale de la série fa. 


Exemple. Pour les fonctions jf, g, h de l'exemple précédent, les 
parties principales des séries de Taylor sont les polynômes fa = 
= (ri + ai), ga = (ci — x), ha = (nm +) x +. 


B. Non-dégénérescence de la partie principale. Précisons ce 
terme: nous verrons par la suite que les fonctions dont les séries 
de Taylor ont la partie principale non dégénérée présentent cette 
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propriété utile que leurs caractéristiques discontinues se laissent 
exprimer facilement en fonction de la géométrie de leurs polyèdres 
de Newton, voir n° 6.2, D. 


Définition (voir (190, 191]). On dit que la partie principale d’une 
série de puissances f à coefficients réels (resp. à coefficients complexes) 
est non R-dégénérée (resp. non C-dégénérée) si, pour toute face compac- 
te y du polyèdre de Newton de la série, les polynômes 0/f.,/0x;, ... 
..., 0f,#/07, sont sans zéros communs dans (RNO0)' (resp. dans 


(C0). 


Exemple. Toutes les parties principales de l'exemple précédent 
sont C-dégénérées, la partie principale f,A est non R-dégénérée, les 
parties principales ga et kA sont R-dégénérées. 


Remarque. Pour toute face compacte y, le polynôme de la y-partie 
est quasi homogène. D’après le théorème d'Euler sur les fonctions 
homogènes, les zéros communs dans (RN 0)" de toutes les dérivées 
partielles premières du polynôme de la y-partie appartiennent à la 
variété de niveau nul du polynôme de la y-partie. 


Le lemme suivant montre qu'il existe peu de séries à partie prin- 
cipale dégénérée. 


Lemme 1 (voir [190, 191]). L'ensemble des parties principales 
R-dégénérées (resp. C-dégénérées) est un sous-ensemble propre semi- 
algébrique (resp. constructible) de complémentaire partout dense dans 
l'espace de toutes les parties principales correspondant au polyèdre 
de Newton donné. 

Démonstration. Prenons une face compacte y du polyè- 
dre de Newton et montrons que, dans l’espace des polynômes dont 
chacun est une y-partie, le sous-ensemble semi-algébrique est formé 
par les polynômes dont la variété de niveau nul admet des points 
singuliers dans (R 0)" et que le complémentaire de ce sous-ensem- 
ble est partout dense. 

D’après le théorème de Tarski-Seidenberg (voir [128, 315]), le 
sous-ensemble en question est bien semi-algébrique. Montrons que 
son complémentaire est dense. La variété de niveau nul a pour équa- 


tion ©) cxz* = 0. Pour l'un quelconque de ces monômes, la va- 
REY 

riété de niveau nul dans (RN O0)" a pour équation 

he 


= » CRT ; 


D'après le théorème de Bertini-Sard, seul un ensemble fini de va- 
leurs du coefficient c:,, (les autres coefficients étant fixes) corres- 
ponde à la variété singulière de niveau nul. Le lemme est démon- 
tré. 
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C. Distance du polyèdre et éloignement du polyèdre. L'étude 
des intégrales oscillantes nécessite souvent de recourir aux caractéris- 
tiques géométriques du polyèdre de Newton telles que sa distance 
et son éloignement. Considérons la bissectrice de l’octant positif 
dans R”, i.e. la droite constituée de points de coordonnées égales. 
La bissectrice vient couper le bord du polyèdre de Newton exacte- 
ment en un point, dit centre de bord du polyèdre de Newton. Une 
coordonnée (de numéro quelconque) du centre est appelée distance 
du polyèdre de Newton. L'inverse de la distance pris avec le signe 
moins est appelé éloignement du polyèdre de Newton. 


Exemple. Pour les fonctions f, g. k de l’exemple à la page 156, les 
distances des polyèdres de Newton sont respectivement 2, 12/5 et 2, 
et les éloignements des polyèdres de Newton, —1/2, —5/12 et 
— 1/2. 

L'éloignement d’un polyèdre de Newton est d'autant plus im- 
portant que la distance qui le sépare de l'origine des coordonnées 
est grande. Convenons de dire que le polyèdre de Newton est éloigné 
si son éloignement est plus grand que —1. Autrement dit, le polyè- 
dre de Newton est éloigné si le point (1,..., 1) lui est extérieur. 

Considérons la face ouverte à laquelle appartient le centre de 
bord d'un polyèdre de Newton. La codimension de cette face dimi- 
nuée de l'unité est appelée multiplicité de l'éloignement. Dans le 
cas particulier où la face en question est un sommet du polyèdre, 
la multiplicité est égale à n — 1, et si elle est son arête, la multi- 
plicité est égale à n — 2, et ainsi de suite. 


Exemple. Pour les fonctions f, g, k de l'exemple à la page 156, les 
multiplicités de l'éloignement de leurs polyèdres de Newton sont 
respectivement 0, 0 et 1. 


D. Enoncé du résultat fondamental. Le résultat fondamental 
de ce chapitre est: l’indice d'oscillation d’un point critique de la 
phase est défini par l'éloignement du polyèdre de Newton de sa série 
de Taylor (sous les conditions précisées dans les deux théorèmes 
qui suivent). 


Théorème 4 (voir [350]). Soit la phase une fonction analytique au 
voisinage de son point critique. Supposons que la partie principale de 
la série de Taylor de la phase dans ce point critique soit non R-dégénérée 
et que le polyuèdre de Newton de cette série soit éloigné. Alors l'indice 
d'oscillations du point critique de la phase est égal à l'éloignement du 
polyèdre de Newton. 


#9 PP #? n« 


z*1i + zh: vérifie les conditions du théorème. Son indice d'oscilla- 
tion est —1/}x, — 1/k3. 
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Exemple 2. Le point critique à l’origine de la phase j de l'exemple 
à la page 156 vérifie les conditions du théorème. Son indice d'oscil- 
lation est —1/2. 

Les propositions suivantes complètent le théorème. 

a) Supposons les conditions du théorème vérifiées: alors la 
multiplicité de l'indice d'oscillation du point critique de la phase 
est égale à la multiplicité de l'éloignement du polyèdre de Newton 
de la série de Taylor de la phase dans ce point critique. 

b) Si la partie principale de la série de Taylor du point critique 
de la phase est non R-dégénérée, l'indice d'oscillation du point 
critique est non supérieur à l'éloignement du polyèdre de Newton 
de la série de Taylor. 

c) Soit un point critique à l'origine de la phase x? + 25 + z° + 
+ ai Hz — (x? Lx + ri + xi)) xs. Alors la partie principale 
de la série de Taylor du point critique est non R-dégénérée; l'éloi- 
gnement du polyèdre de Newton de la série de Taylor est inférieur à 
— { ; l'indice d'oscillation du point critique est plus petit que l'éloi- 
gnement du polyèdre de Newton. 

d) Si le polyèdre de Newton de la série de Taylor du point criti- 
que de la phase est éloigné, l’indice d'oscillation du point critique 
de la phase est non inférieur à l'éloignement du polyèdre. 

e) Si le polyedre de Newton de la série de Taylor du point criti- 
que de la phase est éloigné et si le point en question est de multi- 
plicité finie, alors le coefficient affectant le terme dominant de la 
série asymptotique de l’intégrale oscillante (coefficient ax;,8 de la 
série (2), page 150) est égal à la valeur de l’amplitude au point cri- 
tique de la phase multipliée par une constante non nulle qui ne dé- 
pend que de la phase. 

f) Supposons que la partie principale de la série de Taylor du 
point critique de la phase soit non R-dégénérée et que l'éloignement 
du polyèdre de Newton soit —1. Alors l'indice d'oscillation du point 
critique de la phase est égal à —1 si l’une quelconque au moins des 
deux conditions suivantes est vérifiée : 

— Ja face ouverte contenant le centre de bord du polyèdre de 
Newton est de dimension inférieure à nr — 1; 

— l'adhérence y de la face ouverte contenant le centre de bord 
du polyèdre de Newton est compacte et la y-partie de la série de 
Taylor a des zéros sur (R NO)". 

g) Si les conditions de f) sont vérifiées, la multiplicité de l'in- 
dice d’oscillation du point critique de la phase est égale ou de 1 
inférieure à la multiplicité de l'éloignement du polyèdre de Newton 
de la série de Taylor. 

Le théorème 4 et les propositions complémentaires a), b), d), e). 
f), g) seront démontrés au $ 8; quant à c), elle sera démontrée au $ 9. 

Conformément au théorème 4, on peut définir l'indice d'oscil- 
lation du point critique de la phase à l’aide du polyédre de Newton 
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de sa série de Taylor si la partie principale de la série de Taylor est 
non R-dégénérée et si le polyèdre de Newton de la série de Taylor 
est éloigné. On ne trouve pas toujours un système de coordonnées dans 
lequel la série de Taylor possède les propriétés requises. Par exem- 
ple, pour le point critique à l'origine de la fonction g de l'exemple 
à la page 156, un tel système de coordonnées est inexistant. On peut 
cependant négliger l'hypothèse de l’existence d'un tel système de 
png dans le cas des points critiques des fonctions de deux va- 
riables. 

Supposons que la phase soit une fonction analytique au voisinage 
de son point critique. On appelle éloignement du point critique la 
borne supérieure des éloignements des polyèdres de Newton des 
séries de Taylor de la phase dans tous les systèmes de coordonnées 
analytiques locales ayant leur origine dans le point critique en 
question. 

Un système de coordonnées analytiques locales ayant son origine 
au point critique de la phase est dit adapté à ce point critique si 
l'éloignement du polyèdre de Newton de la série de Taylor de la 
phase dans ce système de coordonnées prend la plus grande valeur 
possible, égale à l'éloignement du point critique. 


Théorème 5 (voir {350]). Supposons que la phase soit une fonction 
analytique de deux variables au voisinage de son point critique. Alors 
l'indice d'oscillation du point critique est égal à son éloignement. 

Les trois propositions suivantes viennent compléter le théorème: 

a) Dans les conditions du théorème, il existe un système de coor- 
données adapté au point critique. 

b) Si le point critique de la phase de deux variables est de multi- 
plicité finie, le coefficient affectant le terme dominant de la série 
asymptotique de l'intégrale oscillante (le coefficient ax, # de la série 
(2), page 150) est égal à la valeur de l'amplitude au point critique de 
la phase multipliée par une constante non nulle qui ne dépend que de 
la phase. 

c) L'indice d'’oscillation est plus grand que l'éloignement pour le 
point critique à l'origine de la phase (—zxi + 25 + x + ri)° + 
+ x + x + x de trois variables. 

Le théorème 5 et les propositions complémentaires a), b) seront 
discutés au n° 8.4; la proposition c) sera démontrée au $ 9 (voir 
aussi [350)). 

On donne dans [350] un algorithme de recherche d’un système 
de coordonnées adapté au point critique d'une phase de deux varia- 
bles. À ces mêmes fins sert le lemme qui suit. 


Lemme 2 (voir [350]). Un système de coordonnées local ayant son 
origine à un point critique d'une phase de deux variables est adapté à 
ce point critique si l’une quelconque au moins des trois conditions sui- 
vantes est vérifiée: 
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a) Le centre de bord du polyèdre de Newton de la série de Taylor de la 
phase dans ce système de coordonnées est un sommet du polyèdre; 

b) Le centre de bord du polyèdre de Newton est situé sur une arête 
non compacte du polyèdre; 

c) le centre de bord du polyèdre de Newton est situé sur une arête 
compacte du polyèdre et ni la tangente ni la cotangente de l'angle entre 
l'arête et le premier axe de coordonnées dans R° ne sont égales à un nom- 
bre entier (remarquons qu'une rénumérotation des axes ne fait que permu- 
ter la tangente et la cotangente et n'influe donc pas sur la réalisation 
de la condition formulée). 


Exemple. Reprenons les fonctions g et hk de l'exemple à la page 
156. Le système de coordonnées z,, x, est adapté aux points critiques 
de ces fonctions (respectivement en vertu des conditions c) et a) du 
Jemme 2). D’après le théorème 5, les indices d’oscillation sont —5/12 
et —1/2 respectivement. 


Remarque 1. La proportionnalité du coefficient du terme domi- 
nant de la série asymptotique à la valeur de l'amplitude au point 
critique (voir les conditions complémentaires des théorèmes 4, 5) 
s'avère utile dans le problème suivant de géométrie intégrale énoncé 


par I. Gelfand au congrès des mathématiciens à Amsterdam en 
1954. 


Problème. Soit q une fonction différentiable à support contenu 
dans un voisinage restreint d'un point critique d'une fonction dif- 
férentiable f. Connaissant les intégrales de q suivant toutes les hy- 
persurfaces de niveau de f, reconstituer la valeur de @ au point criti- 
que indiqué. 

Pour résoudre ce problème, il suffit de prendre le coefficient qui 
affecte le terme dominant de la série asymptotique de l'intégrale 
oscillante de phase f et d'amplitude o si le point critique de f est de 
multiplicité finie et si son éloignement est supérieur à —41. Pour 
plus de détails, voir n° 7.3. 


Remarque 2. L'indice de singularité est non négatif pour les 
points critiques des phases de une et de deux variables (voir théo- 
rèmes 4, 5), pour les points critiques vérifiant la condition du complé- 
mentaire d) du théorème 4. A l’aide de cette dernière condition, on 
montre que l'indice de singularité est non négatif pour les points 
critiques des phases de trois variables. Il y a lieu de supposer que 
l'indice de singularité est toujours non négatif. Autrement dit, 
l’ordre d’une oscillation rapide composée en un point caustique est 
probablement toujours supérieur à celui d'une oscillation de ce 
type en un point non caustique (voir n° 6.1, À, 6.1, D). En parti- 
culier, il semble qu'une caustique de la lumière est toujours particu- 
lièrement éclatante. 
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Au $ 13 est défini l'indice de singularité complexe d’un point 
critique d'une fonction holomorphe. Il est toujours non négatif 
(voir n° 13.3). Pour démontrer ce fait, nous utilisons la relation qui 
existe entre le comportement asymptotique des intégrales et les 
structures de Hodge mixtes. 


6.3. Désingularisation. Les théorèmes 3 à 5 se démontrent en 
utilisant la désingularisation du point critique de la phase. 

Soit f: R'— R une fonction analytique au voisinage de son 
point critique x. Supposons que la valeur de f en x soit 0. On appelle 
désingularisation d'un point critique une variété analytique } de 
dimension x et son application analytique x: Y — R" telles que: 

1. En tout point de l’image réciproque du point critique zx, 
il existe un système de coordonnées local en lequel la fonction fox 
et le jacobien de l'application x sont égaux à des monômes, à la mul- 
tiplication près par des fonctions qui ne s’annulent pas. 

2. Dans un voisinage restreint du point critique x, il existe un 
sous-ensemble analytique propre en dehors duquel l’application 
x est analytiquement inversible dans le voisinage indiqué. 

3. L'image réciproque de tout compact dans un petit voisinage 
de x est compacte. 


Remarque 1. De la première condition il ressort en particulier 
qu'au voisinage de l’image réciproque de x l’hypersurface de niveau 
nul de for a localement la structure d'une réunion d’'hyperplans de 
coordonnées. 


Remarque 2. On renforce quelquefois les exigences vis-à-vis de 
l’application x en remplaçant la propriété 2 par 2”, voire par 2”, et 
en ajoutant une propriété 4: 

2". Dans un petit voisinage de x l'application x est inversible 
en dehors de l'hypersurface de niveau nul de f. 

2". Dans un petit voisinage de zx l'application x est inversible 
en dehors de l’ensemble critique de f. 

4. Dans un petit voisinage de l'image réciproque de z l'hypersur- 
face de niveau nul de la fonction fox est réunion de sous-variétés non 
singulières de dimension (n — 1). 


Théorème 6 (Hironaka; voir [29, 153]). Tout point critique d'une 
fonction analytique admet une désingularisation qui possède les pro- 
priétés 1, 2”, 3, 4. 

Ce théorème est formulé dans [29]. C’est un cas particulier du 
théorème général de Hironaka sur la résolution des singularités 
(voir ([153]). 


Remarque 3. La notion de désingularisation a un sens dans le cas 
complexe. Soit f: C" — C une fonction analytique au voisinage de 
son point critique x. On appelle désingularisation en x une variété 
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analytique complexe Ÿ de dimension n et son application analyti- 
que x: ŸY —+ C" qui possèdent les propriétés énumérées ci-dessus. 
Le théorème de Hironaka reste vrai dans ce cas aussi. 

Le théorème de Hironaka réduit l'étude d'une intégrale oscillante 
à phase analytique à celle d'une somme d’intégrales oscillantes dont 
chacune a une phase monomiale. À cet effet, il suffit de faire un 
changement de variables dans l'intégrale à l’aide de l’application 1. 

Les intégrales oscillantes à phase monomiale sont appelées élé- 
mentaires. Nous les étudierons au $ 7. Pour une intégrale élémentai- 
re. il est facile de calculer l’indice d'oscillation, sa multiplicité, 
l'ensemble des indices. L'étude d'une intégrale oscillante à phase 
analytique implique de connaître la désingularisation de la phase, 
la composition de la série asymptotique de l'intégrale en question 
à partir des séries asymptotiques des intégrales élémentaires, de 
suivre le comportement des termes dominants (s'ils s'annulent ré- 
ciproquement ou non). À la suite d'une telle analyse, on exprime 
l'indice d'oscillation et les autres caractéristiques analogues en 
termes de désingularisation de la phase (théorème 7.5). Les théorè- 
mes 4, o ne sont que des reformulations, en termes de polyèdres de 
Newton, des propriétés des désingularisations qui interviennent 
dans cette analyse. 


6.4. Comportement asymptotique des volumes. Le comportement 
asymptotique d’une intégrale oscillante est étroitement lié à celui 
du volume de l’ensemble des points dans lesquels la phase prend des 
valeurs inférieures à une certaine quantité, quand cette quantité 
varie et tend vers la valeur critique de la phase. 


A. Formeï de Gelfand-Leray. Indiquons un procédé utile pour 
l'étude des intégrales oscillantes. Il consiste en la réduction de 
l'intégrale oscillante à plusieurs dimensions à une intégrale de di- 
mension un. Il s’agit d'appliquer le théorème de Fubini. Considé- 
rons en effet l’intégrale oscillante 


Î eit{(p(zx) dr, ... dx,. 
RA 


Par le théorème de Fubini, réduisons d'abord cette intégrale à une 
intégrale itérée et, dans celle-ci, faisons l'intégration suivant les 
hypersurfaces de niveau de la phase, puis suivant la variable qui 
reste : la valeur de la phase. A cet effet, nous passerons dans l’inté- 
grale à de nouvelles variables dont l’une est la phase. 

Faisons deux remarques. Premièrement, on ne peut prendre la 
phase comme variable qu’en dehors de ses points critiques. La réu- 
nion des hypersurfaces des niveaux critiques de la phase ne sera done 
pas considérée : de mesure nulle, cette réunion n'affecte aucunement 
la valeur de l'intégrale. Deuxièmement, pour faire l'intégration 
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suivant les hypersurfaces de niveau, il n’est pas nécessaire de con- 

naître chacune des autres nouvelles variables : il suffit de connaître 

une forme de densité de dimension (r — 1) sur les hypersurfaces 

de niveau, qui, multipliée par la différentielle de la phase, devient 

une forme volume de l’espace. Une telle forme de densité porte le 

nom de forme de Gelfand-Leray et se note dr; /\ ... /\dr,/df. 
Ainsi donc, l'intégrale oscillante se transforme en 


ï ets | | pd, | .../ drnldf) dt. 
— 00 == 


Dans cette représentation l'intégrale oscillante est la transformée 
de Fourier de la fonction définie par l'intégrale intérieure. La fonc- 
tion d’une variable définie par l'intégrale intérieure est appelée 
fonction de Gelfand-Leray. 

La fonction de Gelfand-Leray est différentiable en dehors des 
valeurs critiques de la phase, et au voisinage d'une valeur critique 
de la phase elle se développe en une série asymptotique de la forme 


ni 


pà à ap, a (t— 10) (In (t— to))*. 


Connaissant la série asymptotique de la fonction de Guelfand- 
Leray, on peut définir la série asymptotique de l'intégrale oscillante. 
Réciproquement, la connaissance du comportement asymptotique 
de l'intégrale oscillante donne l'information sur celui de la fonction 
de Gelfand-Leray. Ces propriétés de la fonction de Gelfand-Leray 
seront discutées au $ 7. 


B. Volume de l’ensemble des valeurs inférieures. Supposons que 
la phase admette un minimum isolé et que la valeur minimale de la 
phase soit 0. Supposons ensuite qu’au voisinage du point minimum 
l'amplitude soit identiquement égale à 1. Désignons la fonction de 
Gelfand-Leray par J et considérons une nouvelle fonction 

{ 


V (t) = À J (9) ds. 
0 


T1 est évident que cette fonction s’annule pour les valeurs négatives 
de l'argument et que, lorsque l’argument prend de petites valeurs 
positives, la fonction devient égale au volume de l’ensemble des points 
en lesquels la phase prend une valeur inférieure à une valeur donnée. 
Ainsi donc, le comportement asymptotique de la fonction de volume 
de l’ensemble des valeurs inférieures définit celui de l’intégrale os- 
cillante au cas où la phase admet un minimum isolé, et l'amplitude 
au voisinage du point minimum de la phase est égale à une constante. 

Evaluons la vitesse de convergence vers zéro du volume de l’en- 
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semble des valeurs inférieures pour les points minimum isolés les 
plus simples. V. Vasiliev donne dans [377] une classification des 
points minimum critiques non supprimables par une petite défor- 
mation d’une famille de fonctions qui dépendent de 16 paramètres 
au plus ; on y trouve également les séries asymptotiques des volumes 
des valeurs inférieures. D'après cette classification, les seuls points 
minimum non supprimables par une petite déformation d’une fa- 
mille de fonctions dépendant de 5 paramètres au plus sont les points 
minimum en lesquels la fonction se laisse amener par un difféo- 
morphisme de l’espace à la forme 


A:imtihait...+bzr, s—1, 3,5. 


Pour des t petits positifs, le terme dominant du développement 
asymptotique du volume de l’ensemble des valeurs inférieures se 
présente sous la forme Cte-t-8*7/2, où f est égal à 0, à 1/4 et à 1/3 
respectivement. 

Formulons un théorème général sur la vitesse de convergence 
vers zéro du volume de l’ensemble des valeurs inférieures.\ 


Théorème 7 (voir [377]). Supposons que la fonction analytique 
considérée admet un minimum isolé et que sa valeur minimale est égale 
à 0. Alors la fonction V de volume de l'ensemble des valeurs inférieures 
se développe pour t — + 0 en une série asymptotique 


n—i 
» >. ho {® (In t)*. 
& Rem 


Ici le paramètre « parcourt un ensemble fini de progressions arithméti- 
ques avec comme termes des nombres rationnels positifs. Si en outre la 
partie principale de la série de Taylor de la fonction au point minimum 
est non R-dégénérée, l'exposant a du terme dominant de la série asymp- 
totique est égal à l'opposé de l'éloignement du polyèdre de Newton de 
la série de Taylor. 

Ce théorème sera démontré au n° 8.3, C. 


Remarques. 1. En cas de variation de la forme volume de l’espace 
(i.e. de sa multiplication par une fonction positive) l’ordre du terme 
dominant de la série asymptotique précédente reste inchangé. 

2. La série asymptotique précédente converge pour £ petits >0. 


C. Aire de la surface de niveau. Nous formulerons au n° 8.3, C un 
théorème sur le calcul du comportement asymptotique de l'aire 
d'une surface de niveau compacte quand le niveau tend vers un 
niveau critique. 


. D. Ensemble des points de faible gradient. Une autre caracté- 
ristique du point critique, analogue à celles que nous avons étudiées 
plus haut, est la vitesse avec laquelle tend vers zéro le volume de 
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l'ensemble des points en lesquels la longueur du gradient est plus 
petite qu’un nombre donné, quand le nombre en question tend vers 
zéro. 

Supposons que l'espace soit muni d’une métrique riemanienne. 
Cette dernière définit, moyennant la matrice inverse de la matrice 
de la métrique, une métrique sur le fibré cotangent à l’espace. Cal- 
culons dans cette métrique le carré de la longueur du gradient 0f = 
— (0f/0zx:, . .., ôf/0x,) de la fonction f considérée. Au voisinage 
d’un point critique donné de f, pour chaque t petit positif, considé- 
rons le volume V (t) de l’ensemble des points du voisinage en les- 
quels le carré de la longueur du gradient est inférieur à t. Proposons- 
nous de calculer le comportement asymptotique du volume pour 
t— + 0. Puisque toutes les métriques au voisinage du point sont bor- 
nées réciproquement, l’ordre du terme dominant du développement 
asymptotique est indépendant du choix de la métrique. 


Exemple. Pour les points critiques des types 4,, D,, D, (u > 4), 
Eç: E7. E3 le terme dominant de la série asymptotique de V pour 
t—+ +0 est de la forme Cte-t-2#/2 (In t}*, où (k, &) sont respective- 
ment ((u — 1)}/2u, 0), (1/2, 0), (1/2, 1), (7/12, 0), (5/8, 0), (5/8, 0). 

Pour le calcul du comportement asymptotique du volume de 
l’ensemble des points de faible gradient, on peut utiliser le théorème 
7 appliqué à la fonction (df, df), ainsi que les théorèmes 4, 5. 


6.5. Majorations uniformes. En plus du comportement asymp- 
totique des intégrales oscillantes individuelles, il est souvent utile 
de connaître les majorations uniformes des intégrales oscillantes qui 
dépendent de paramètres auxiliaires. 

Définissons les notations de majoration uniforme et d'indice 
d'oscillation uniforme. 

Soit f: R'— R une fonction différentiable. On appelle déploie- 
ment de f toute fonction différentiable F: R? x R!' +R qui est égale 
à f quand le second argument est nul. 


Définition. Dans un point critique x° de la phase f, il existe une 
majoration uniforme d'indice «à si, pour tout déploiement F de f, il 
existe dans R? x R'!un voisinage du point x x 0 tel que pour toute 
fonction différentiable @ à support dans ce voisinage et pour tout & 
positif, il existe un nombre C (e, @) tel que, pour tout t positif, 


| | eFEMp(z, y)dr... drn| LC(Ee, prete, 
R'A 


La borne inférieure & de ces nombres est appelée indice d'oscillation 
uniforme de la phase au point critique. 

Il est évident que l'indice d'oscillation uniforme n’est jamais 
inférieur à l'indice individuel. 
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Une conjecture naturelle, formulée par V. Arnold dans [11, 12, 
17], consiste à supposer que l'indice d’oscillation uniforme est égal 
a l'indice individuel, i.e. que l'intégrale oscillante en question ad- 
met une majoration uniforme en paramètres auxiliaires proportion- 
nelle à la valeur de l'intégrale pour les valeurs initiales de ces para- 
mètres. 

Pour que l’hypothèse avancée soit vraie il faut que l'indice 
d'oscillation individuel soit semi-continu supérieurement pour des 
variations continues du point critique. Plus exactement, il faut que 
l'indice d'oscillation d'un point critique composé soit non inférieur 
à celui d’un point critique plus simple résultant de la décomposi- 
tion du point composé. En analysant les tableaux des indices de 
singularités et les adjacences réciproques connues des points criti- 
ques classifiés dans le chapitre II de la Première partie, on s'assure 
qu’une telle semi-continuité existe effectivement pour de tels points 
critiques. 


Théorème 8. L'indice d'oscillation uniforme est égal à l'indice 
individuel pour les points critiques de fonctions d'une variable (1. Vino- 
gradov [382]), pour les points critiques simples (J. Duistermaat [98)), 
pour les points critiques paraboliques (Y. Colin de Verdier [78]), pour 
les points critiques hyperboliques de la série Th,4,, (V. Karpushkin 
(172]), pour les points critiques de fonctions de deux variables (V. Kar- 
pushkin ([170]). 


Corollaire. Pour les points critiques non supprimables dans les 
familles de phases génériques d#pendant de sept paramètres au plus, 
l'indice d'oscillation uniforme est égal à l'indice individuel. 

Conformément au théorème 8, pendant le mouvement le long 
de la caustique correspondant à l’un des points critiques énumérés 
dans le théorème, l'intensité de l'oscillation H.F. au point limite 
est non inférieure à son intensité dans un point proche situé en 
amont du point limite. Aussi étonnant que cela puisse paraître, ce 
fait n'est pas vrai pour toutes les caustiques. En effet, on connaît 
des points critiques dégénérés des phases pour lesquels l'indice 
De uniforme est plus grand que l'indice individuel (voir 
390]). 

On trouve quelques exemples de ces points critiques au $ 9. 
Les points critiques en question sont fortement dégénérés, de codi- 
mension 80 et au-dessus (i.e. ils sont supprimables par une petite 
déformation de familles de fonctions ayant un nombre de paramètres 
moins grand). 

En accord avec les exemples cités, il existe un point critique et 
son déploiement qui présentent la propriété suivante: l’indice d'os- 
cillation du point critique pour une valeur particulière du paramètre 
de déploiement est plus petit que pour la valeur générale du para- 
mètre, i.e. le module de l'intégrale oscillante pour une valeur parti- 
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culière du paramètre de déploiement est notablement plus petit 
que pour la valeur générale du paramètre. 

Question intéressante : est-il possible d'observer une manifestation 
physique de ce phénomène sous la forme d'une partie de la caustique 
moins lumineuse que les parties voisines? Nous avons déjà noté l’absen- 
ce d’un tel phénomène pour les caustiques génériques dans un espace 
de faible dimension (théorème 8 et son corollaire). 


Remarque. V. Karpushkin a démontré l'égalité des indices 
d'oscillation uniforme et individuel pour les points critiques de 
fonctions de deux variables en faisant intervenir le théorème 5. Com- 
me nous l’avons déjà fait remarquer, cette égalité n'est possible que 
si l'indice d'’oscillation individuel est semi-continu supérieurement 
lors des déformations du point critique. D’après le théorème 5, 
on peut reformuler cette propriété de semi-continuité pour les fonc- 
tions de deux variables comme suit. Soit une famille quelconque de 
fonctions de deux variables dépendant d'un paramètre et ayant un 
point critique à l’origine. Alors l'éloignement de ce point critique 
est une fonction semi-continue supérieurement du paramètre. Cette 
assertion vaut probablement pour les fonctions d’un nombre arbi- 
traire de variables. 

Il serait intéressant à ce propos d'essayer d'exprimer l'indice 
d'oscillation uniforme au départ d’autres caractéristiques du point 
critique: les polyèdres de Newton, la désingularisation, etc. Il 
est possible que l'indice d'’oscillation uniforme s'exprime en fonc- 
tion des éloignements des points critiques stablement équivalents au 
point donné. Un autre candidat probable pour la définition de l'in- 
dice d'’oscillation uniforme est l’indice d'’oscillation complexe dont 
on trouve la définition formelle au $ 13. Défini pour un point criti- 
que d’une fonction holomorphe, cet indice est l’analogue complexe 
de l'indice d'oscillation. B. Malgrange a avancé dans [229] une 
conjecture selon laquelle l'indice d'oscillation complexe est semi- 
continu lors des déformations du point critique. L'indice d'’oscil- 
lation complexe est une des valeurs spectrales du point critique de la 
fonction holomorphe (voir la définition du spectre au $ 13). Le lecteur 
trouvera dans le n° 14.3 l'hypothèse de V. Arnold sur la semi-con- 
tinuité du spectre lors des déformations du point critique, prouvée 
dernièrement dans [361 à 365, 336]. 

Le présent chapitre est consacré à l'étude des intégrales oscillan- 
tes individuelles. Dans ce n° il a été déjà question de majorations 
uniformes. Une autre approche d'estimation des intégrales est la 
majoration en moyenne. Formulons le résultat correspondant. 

Soit une intégrale oscillante dépendant de paramètres auxiliaires 


TT, y)= | eiF&mMop(z, y) dx ... drn. 


À ° 
os 
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Désignons par Z l’ensemble des points critiques de la phase, 
Z={(z, y)|OF/ôr,;(x, y)=0, j=1, ...,n)}. 


Théorème 9 (voir [98]). Supposons que Z soit une sous-variété, i.e. 
que les différentielles d(0FIOzx;), j = 1, ..., n, forment une famille 
libre en tout point de l'ensemble Z. Supposons que le support de l'am- 
plitude soit contenu dans un voisinage restreint de l'un des points de Z. 
Alors pour tT—> + oo on a un développement asymptotique 


| (x, pd & D m(p)r-t, 


ln 


dans lequel les coefficients numériques a, sont des distributions de l'am- 
plitude à supports sur Z. En particulier, le coefficient a, du terme do- 
minant est proportionnel à l'intégrale du carré du module d'amplitude 
étendue à l’ensemble critique Z. 

Ce résultat est analogue à la proposition de l’unitarité de l’opé- 
rateur canonique de Maslov (voir [234 à 236, 140]) et signifie que, 
bien que le comportement asymptotique de l'intégrale soit assez 
complexe pour des valeurs individuelles des paramètres auxiliaires, 
l'intégrale du carré du module de l'intégrale oscillante se comporte 
exactement comme si la phase n'avait que des points critiques non 
dégénérés suivant les variables d'intégration. 

La démonstration du théorème 9 utilise le fait que l'intégrale du 
carré du module est oscillante. Sa phase F (x, y) — F (z, y) admet 
des points critiques sur l’ensemble {(x, y, z) | x = z, (x, y) € Z} (si 
x et z sont suffisamment voisins), et les points critiques sont non 
dégénérés transversalement à l’ensemble. 


6.6. Nombre de points entiers dans une famille de domaines homo- 
thétiques. Considérons dans l'espace R”" un domaine borné D à fron- 
tiére différentiable. Proposons-nous d'évaluer la différence entre le 
volume du domaine ayant subi une homothétie de rapport À et le 
nombre W (À) de points à coordonnées entières compris dans le do- 
maine dilaté, i.e. la différence 


A (À) = AV (D) — N (à). 


L'étude de cette question est justifiée par les problèmes suivants 
(voir [78]): 

1) Le cas où D est un ellipsoïde. Ce cas a été traité en théorie des 
nombres dans le cadre de l'étude des propriétés arithmétiques des. 
formes quadratiques (voir [169, 383, 34, 163, 214, 230)]). 

2) Si le domaine D est soumis à la condition {f< 1}, où 
{: RO — Rest une fonction homogène différentiable (par exemple, 
un polynôme homogène), la fonction W (À) est interprétée comme 
fonction spectrale d'un opérateur pseudo-différentiel P sur le tore 
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R'/(2x2)" défini par sa décomposition spectrale 
P (exp (ë (k, x))) = f (k) exp (ë (k, x)). 


3) On aborde d'une façon analogue le problème qui se pose lors 
de l'intégration numérique: soient f une fonction différentiable et 


N, (à) = D)  f(z/À). On demande d'évaluer la différence 
xe2.DNZ" 


R, Q) = 4" | fd NN; 0) 


D 
Pour la différence R (À) on obtient l'estimation 
I (à) = 0 (I). 


Pour f == x — 1 on obtient une estimation triviale pour n'im- 
porte quel domaine. En effet, la différence À (À) est plus petite 
que le volume d'un voisinage de largeur 2 V r du bord du domaine 
dilaté. 

Pour la boule de rayon 1 centrée à l’origine on a > nr — 2. 
Plus exactement, il existe un À aussi grand que l’on veut tel qu'on 
ait <47-? points à coordonnées entières sur la sphère ÀA9D. En effet, 
considérons les points entiers compris entre les sphères (à + 1) 9D 
et ;0D. Leur nombre est proportionnel au volume, i.e. à (À + 1)" — 
—h" = 4-1, On compte entre ces deux sphères à peu près À sphères 
centrées à l'origine dont le carré du rayon est un nombre entier. On 
a donc À"-1 points entiers sur À sphères, si bien qu'il existe une sphère 
sur laquelle on compte au moins —À""* points. 

Le meilleur (i.e. le plus petit) nombre $ dépend de la nature du 
domaine. Le mieux étudié est le cas d’un domaine sur un plan. 


Théorème 10 (voir [286, 288, 78]). Supposons que n = 2. Soit 
l l'ordre maximal d'annulation de la courbure du bord du domaine. 
Alors, si L = 0 ou L = 1 (cas générique), on peut prendre B = 2/3. 
Si l=> 1, on peut prendre B = 1 — 1/(1 + 2). Mieux, si l>2,0n 
ne peut pas en général prendre 6 plus petit (par exemple, pour D = 
= {rt + y L1}). 

En dimension >>2, on n’a étudié jusqu'à présent que le cas d’un 
domaine strictement convexe et, pour n< 7, le cas d’un bord généri- 
que. 


Théorème 11 (voir [286, 287]). Si le domaine D R' est convexe 
et si la deuxième forme quadratique de son bord est non dégénérée, on peut 
prendre Bf=n—2+2/(n +1). 


Théorème 12 (voir {78]). Soit n << 7. Soit X une variété différentia- 
ble compacte orientée de dimension n — 1. Il existe alors, dans l'espace 
de tous les plongements de X dans R", un sous-ensemble partout dense 
ouvert présentant la propriété suivante: si le plongement lui appartient 
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et si l'image du plongement délimite un domaine dans R', on peut 
prendre pour ce domaine B = n — 2 + 2/(n + 1). 

Comme on l'a vu sur l'exemple de la boule centrée à l'origine, 
l'estimation à B — nr — 2 + 2/(n + 1) ne peut pas être notable- 
ment améliorée en général. 


A. Formule de sommation de Poisson. Explicitons la relation 
entre l'estimation du nombre de points entiers et les intégrales os- 
cillantes. 

Le nombre de points du réseau d’entiers dans le domaine dilaté 


AD est égal au nombre de points du réseau dense _ Z” dans le do- 


maine initial. Supposons pour simplifier que À soit un entier naturel 
et que le domaine D est situé dans un cube standard de dimension nr 
à arêtes de longueur 1. Nous pouvons alors assimiler le domaine à 
une partie du tore T"— R'"/Z" et compter sur ce tore les points de 


projection du réseau … Z' tombés dans D. Soit y la fonction caracté- 


ristique de D, i.e. une fonction égale à 1 sur D et égale à 0 sur D. 
Alors 


R(A)= À" | Xdz— > % (zià). 
TA 0x1, ..., Xn A1 


Développons la fonction caractéristique en série de Fourier 
1()= D x) exp(2ni(k, z)), 
hEz" 


et considérons une différence analogue pour chaque terme de la 
série : 


À" | exp(2rni(k, r))drz— > exp(2ni(k, x)}/à). 


Pour k = 0 la différence est nulle. Si 4 0, le premier terme de la 
différence s’annule, et il ne reste qu’à calculer le deuxième terme. 
Celui-ci est produit des sommes de n.progressions géométriques. En fai- 
sant la sommation, nous remarquons que Île deuxième terme de la 
différence est nul si l’une quelconque au moins des coordonnées du 
vecteur k est non divisible par À. Si par contre toutes les coordonnées 
de Æ sont divisibles par À, la somme est égale à —A". Le même 
raisonnement montre que 


R()=—A D y(k)= —A D x (Ab). (3) 
REAZT\0 REZ 0 


Cette formule est appelée formule de sommation de Poisson. Malheu- 
reusement elle n’est pas vraie pour la fonction caractéristique: en 
déduisant cette formule, nous avons permuté les ordres de sommation 
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suivant k et de sommation suivant les points du réseau serré. Pour 
que la formule de Poisson soit vraie, il suffit que la série de Fourier 
soit majorée par une série absolument convergente à coefficients 
constants. En particulier, la formule de Poisson est vraie pour toute 
fonction différentiable x à support borné sur R. 

Pour étudier la différence À (À), on commence par lisser la fonc- 
tion caractéristique, puis on applique la formule de Poisson et l’on 
considère son second membre (voir par exemple [78]). Pour lisser 
la fonction caractéristique, on fait sa convolution avec une fonction 
étalon. La transformée de Fourier du produit de convolution est 
égale au produit des transformées de Fourier des fonctions caracté- 
ristique et étalon. Donc, pour pouvoir analyser le second membre de 
la formule de Poisson appliquée à la fonction caractéristique lissée, il 
importe de connaître le comportement des coefficients de Fourier 


" (Ak) de la fonction caractéristique pour À —+ oc. Les coefficients 
de Fourier sont des intégrales oscillantes. 


B. Transformée de Fourier de la fonction caractéristique. Le 
coefficient de Fourier 


K(&)= (exp(—2nt(k, z)) dr 
D 


est une intégrale oscillante où le rôle de grand paramètre ‘est joué 
par la longueur du vecteur k et la fonction phase est —(æ (k), x), 
où «& (k) = k/|| k || est un vecteur correspondant de longueur unité. 
A l'aide de la formule de Stokes, on transforme cette intégrale en 
intégrale oscillante suivant le bord du domaine. La nouvelle inté- 
grale a pour phase comme précédemment la fonction —(x (k), x). 
Donc, pour les grandes longueurs du vecteur k, la valeur du coeffi- 


cient de Fourier y (k) se définit par les points critiques de la restric- 
tion au bord du domaine de la fonction linéaire (œ (k), x). Par exem- 
ple, si le domaine est convexe et la seconde forme quadratique du bord 
est non dégénérée, alors tous les points critiques de la restriction 


sont non dégénérés et # (4) — || k || -#1/2 (théorème 2). 
Examinons plus en détails le cas d’un domaine sur un plan. Les 
points critiques de la restriction de la fonction (& (k), x) à la courbe 
ôD sont les points en lesquels le vecteur de la normale à la courbe 
est égal à Ha (k). Si dans un tel point la courbure de la courbe est 
non nulle, le point critique est non dégénéré et sa contribution au 
coefficient de Fourier est d’ordre || À [[-**. Si, au point du bord de 
normale a (k), la multiplicité du zéro de la courbure est égale à 
l, le point critique est de type 4,+1, auquel cas sa contribution au 
coefficient de Fourier est d'ordre {|| Æ [|-1-1/(+#2), L’inclinaison de la 
normale au point du bord où la courbure s’annule peut avoir une 
tangente irrationnelle. Un tel point du bord n’est critique pour au- 
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cune fonction (& (k), x). La contribution d’un tel point à la somme 
(3) sera plus ou moins grande suivant que la tangente de l'inclinai- 
son de la normale en ce point se laisse approcher plus ou moins bien 
par des nombres rationnels. Si la tangente de l’inclinaison se laisse 
bien approcher par des nombres rationnels à numérateur et déno- 
minateur relativement petits, les points critiques de la restriction 
de la fonction linéaire (& (k), x) à vecteur kÆ de longueur relative- 
ment faible seront presque dégénérés et donneront une contribution 
importante à la somme (3). Une courbe en position générale sur le 
plan n'a d’autres points dégénérés que ses points d'’inflexion ; autre- 
ment dit, les multiplicités des zéros de la fonction de courbure d’une 
courbe générique ne sont pas supérieures à 1. C’est pourquoi, pour 
une courbe générique, les points critiques de la restriction d’une 
fonction linéaire au bord 9D sont ou bien non dégénérés, ou bien 
de type 4:. On peut donc supposer qu’en position générale R (4) — 
= À°8, Ce raisonnement justifie le théorème 10. 


C. Estimation moyennisée suivant les rotations. La contribution 
principale aux coefficients de Fourier de la fonction caractéristique 
d'un domaine est fournie par les voisinages des points du bord en 
lesquels la normale a une direction rationnelle et la courbure s’annu- 
le. B. Randol a avancé l’idée que les points de ce type doivent dispa- 
raître en général après une rotation du domaine et qu'une estimation 
moyenne suivant les rotations peut s'avérer meilleure qu’une esti- 
mation individuelle. 


Théorème 13 (voir [288, 289, 356, 357]). Désignons par ds la mesure 
de Haar sur un groupe orthogonal spécial SO,. Soit R (X, s) la diffé- 
rence qui correspond au domaine qui a subi d'abord une homothétie de 
rapport À, puis une rotation imposée par s € SO,. Alors 


Î LR, s)| ds = O (1727840), 
8SOn 
Théorème 14 (voir (288, 289, 356, 357]). Soit G le groupe de tous 
les déplacements de la forme st, où s € SO, et t un transport parallèle 
de l’esnace R". Soit 1 G le sous-groupe de tous les transports paral- 
lèles de vecteurs de coordonnées entières. Désignons par H l'espace quotient 
G/I. La structure topologique de H est SO, x T", où T" = R’/Z' 
est un tore de dimension n. Soit dh la mesure de Haar sur H. Alors 


(| LR (A, R)[2 4h)" = 0 (av-07). 
H 
M" Tarnopolska-Weiss a démontré un théorème analogue au 
théorème 13 pour des polyèdres dans R”: 


Théorème 15 (voir [339]). Soit D un polyèdre dans R" qui contient 
d'origine des coordonnées et tel que les prolongements des faces de D 
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ne passent pas par l'origine des coordonnées. Alors 


| LR (A, s)] ds =0O({In À)2+6). 
S0,, 


Les démonstrations des théorèmes 13, 14 font intervenir une esti- 
mation du carré du module du coefficient de Fourier de la fonction 
caractéristique du domaine. 


Théorème 16 (voir (356, 357]). Pour || k || —> oo on a l'estimation 


DIR, s)12 ds = 0 (AI 0). (4) 
SOn 

Si le bord du domaine est une fonction indéfiniment différentiable de 
paramètres auxiliaires, l'estimation cilée est uniforme suivant les pa- 
ramètres auxiliaires, à condition que ces derniers ne s'écartent pas {rop 
de leurs valeurs initiales. 

Ce théorème se démontre par analogie au théorème 9. 

Proposons-nous de déduire le théorème 14 du théorème 16. Tout 
élément hk € H se laisse représenter d’une façon unique sous la forme 
st, où sE SO,, t ET’. Fixons un s, alors Z? (À, h) est une fonction 
sur T”. Son développement de Fourier est 


R (4, st)= D a (À, S, kje?2rith,t}, 
R 


Un simple calcul direct montre que a (À, s, 0) = 0, a (À, s, k) = 
= (—1)"1% (—Ak, s) À". Appliquant l'égalité de Parseval, on ob- 
tient 

Î (| LR, stl?dt) ds= | D Ami (—, s)ds. 

SOn SOn ;ez"\0 

Maintenant le théorème 14 résulte de (4). 


Remarque. Pour un domaine dont le bord a la deuxième forme qua- 
dratique non dégénérée, on a l'estimation 


X CE) — 12 
(voir B). On a donc pour un tel domaine 


1 
([irR a, opa)"*=oav-vr). 
Tr 
D. Démonstration du théorème 12. Elle utilise deux résultats 
intéressants sur les majorations uniformes des intégrales oscillantes 
qui dépendent de paramètres auxiliaires. Dans ces résultats, on sup- 


pose que tous les points critiques de la phase sont simples ou para- 
boliques. 
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Théorème 17 (voir [78]). Considérons l'intégrale oscillante 


I (x, y) = | eitrta, Vo (x, y) dz. 
on 
Supposons que, quelles que soient les valeurs des paramètres auxiliaires, 


tous les points critiques de la phase sont ou BIEN simples, ou bien para- 
boliques. On a alors l'inégalité 


IL (x, y)|  Cteer”"/2 à Idet Fa (x, y)", 
(x, vX =N supp y 


où Z est l’ensemble de tous les points critiques de la phase suivant les 
variables d'intégration, et F,, la matrice des dérivées secondes de la 
phase par rapport aux variables d'intégration. 

Pour formuler le théorème suivant, faisons quelques remarques. 
Soit F: R° x R*—R le déploiement versel minimal d’un point 
critique simple ou parabolique (u est la multiplicité du point criti- 
que). Désignons par W, le sous-cnsemble de la base du déploiement 
qui réunit tous les points y pour lesquels une fonction F (-, y)a un 
point critique de multiplicité r. L'ensemble W, est de codimension 
r — 4, à l'exception du cas où le point critique initial est paraboli- 
que, auquel cas l’ensemble W,, est de dimension 2. Désignons par 
B (a) l'indice d'oscillation d’un point critique de type o. 


Théorème 18 (voir [78]). Supposons que la phase de l'intégrale 
oscillante I (x, y) soit le déploiement versel minimal d'un point criti- 
que simple ou parabolique. Alors, si le support de l'amplitude est con- 
tenu dans un voisinage suffisamment restreint du point critique initial, 
l'intégrale oscillante admet la majoration 


IT (tr, y) < Pr (y) TP, 


dans laquelle B, — max {$ (0) | o est un point critique de multiplicité 
p adjacent au point critique initial} et 


aP a? 

Ph (y) & Cte - d(y, Wu) rl. d(y, W,) À. 
Dans cette formule d est la distance dans une métrique riemanienne 
TUECONTEE sur la base du déploiement versel, et les quantités a$+1, .. 


., ah sont des nombres ralionnels positifs définis en fonction de p 
(voir leur définition dans [78)). 


Remarques. 1. Dans ce théorème p = 1, ...,u. Pour p=1u 
le théorème fournit une estimation de l'intégrale oscillante avec un 
indice uniforme égal à l'indice individuel du point critique initial. 

2. Tous les points critiques simples et paraboliques sont quasi 
homogènes. La base d’un déploiement versel d’un point critique 
quasi homogène a une structure quasi homogène naturelle. Dans la 


176 INTÉGRALES OSCILLANTES [CE LU 


classe des points critiques quasi homogènes, la sous-classe des points 
critiques simples et paraboliques vérifie la condition selon laquelle 
les poids de quasi-homogénéité de la base du déploiement versel sont 
non négatifs. Ce fait est essentiellement utilisé pour la démonstra- 
tion des théorèmes 17, 18. On démontre les théorèmes par récurrence 
sur la multiplicité du point critique initia!. On considère une quasi- 
sphère dans la base du déploiement versel. En faisant la restriction 
des paramètres de déploiement à la quasi-sphère, l'estimation de- 
mandée se trouve déjà démontrée par hypothèses de récurrence. Elle 
est étendue à la base tout entière en faisant intervenir une structure 


quasi homogène. Les nombres a? intervenant dans le théorème sont 
construits à partir des poids de quasi-homogénéité de la base et des 
indices d'oscillation des points critiques adjacents. 


6.7. Indice de singularité maximal. Considérons les points cri- 
tiques non supprimables par une petite déformation des familles de 
fonctions de nr variables dépendant de ! paramètres. Le maximum de 
leurs indices de singularité en fonction de Let de » s'écrit fi, (n) = 
— 1/2 — 1/N, où le nombre est donné pour n > 3 par le tableau 
suivant : 


leltfetststephle fe ts 


n=3|n=3|n>3 
“| +2 +3 +4 +6 +3[+12/0|s 


— 24 


—46 | 12 


8 | 6 


Tous les nombres f, = f, (n) sont rationnels (voir n° 7.4). Pour 
des n suffisamment grands, le nombre $, ne dépend plus de (c’est 
une conséquence du théorème de Kushnirenko au n° 12.7 de la 
Première partie et du théorème des carrés au n° 11.1 de la Première 
partie). 

Le calcul de tous les nombres rationnels semble un problème 
ardu. On a probablement 8, — V 21/6. Une forme cubique de nr 
variables présumée non dégénérée est dans sa codimension un point 
critique qui a le plus grand indice de singularité (i.e. pour 
l = n(n +1)/2). Autrement dit, Bym+172 = 2/6 (voir [11]). Du 
théorème 5 il ressort que By (2) — 1 — V 2/1 Du théorème 5 il 
ressort également que pour rz = 2 le maximum des indices de singu- 
larité pour la multiplicité donnée y présente le comportement asymp- 
lotique 1 — 2/V u. 


6.8. Sur l’organisation de ce chapitre. Dans le $ 7 nous définis- 
sons la. forme de Gelfand-Leray et nous discutons ses propriétés. 
Nous considérons le point critique d’un monôme et nous exprimon 
son indice d'oscillation et son ensemble des indices en fonction des 
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indices du monôme. Nous introduisons des caractéristiques discon- 
tinues de la désingularisation des points critiques d'une phase ana- 
lytique et nous exprimons l'indice d'’oscillation et l’ensemble des 
indices du point critique en fonction de ces caractéristiques. 

Dans le $ 8 nous démontrons le théorème 4. A cet effet, nous cons- 
truisons, d’après le polvèdre de Newton, une variété analytique et 
son application sur R”. La variété et l’application construites dé- 
singularisent tout point critique ayant le polyèdre de Newton donné, 
à condition que la partie principale de sa série de Taylor soit non 
R-dégénérée. 

Dans le $ 9 nous démontrons l’additivité de l'indice d'’oscilla- 
tion et de sa multiplicité, nous expliquons les calculs des indices des 
fonctions tabulaires et citons des exemples qui illustrent l'absence 
de la semi-continuité de l'indice d'oscillation lors des déformations 
du point critique. 


$ 7. Intégrales élémentaires et désingularisation 
de la phase 


Dans ce paragraphe nous étudierons le comportement asymptoti- 
que d’une intégrale oscillante dont la phase est un monôme. Nous 
indiquerons un lien qui existe entre le comportement asymptotique 
d’une intégrale oscillante et les pôles d’une fonction méromorphe 


F()= | (a) p(x) dx, 


où f est la phase et ® l'amplitude de l'intégrale oscillante. Nous 
introduirons des caractéristiques discontinues de la désingularisa- 
tion du point critique de la phase: le poids de la désingularisation, 
l’ensemble des multiplicités, et nous établirons une relation entre 
ces caractéristiques et les caractéristiques fondamentales du compor- 
tement asymptotique d'une intégrale oscillante : l'indice d'’oscilla- 
tion, sa multiplicité. l’ensemble des indices. 


7.1. Forme de Gelfand-Leray. En étudiant des intégrales de 
la forme 


fevop(adz | f(x)o(z) 47, 


où Tt, À sont des paramètres, il est commode de prendre la fonction f 
comme une des variables. Les intégrales deviennent alors de simples 
transformées de Fourier et de Mellin de l'intégrale par rapport aux 
variables qui restent. Dans cette dernière intégrale, l'expression sous 
le signe somme s’appelle forme de Gelfand-Leray. 


Soient f: R°— R une fonction différentiable et w une n-forme 
différentielle différentiable sur R°. Cherchons une (n — 1)-forme 


12—0626 
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différentielle différentiable + telle que 
df À p=0. (1} 


Lemme 1. Si, dans un point donné, la différentielle de la fonction 
f est non nulle, il existe au voisinage de ce point une forme 1 qui a la 
propriété (1). La restriction de cette forme à une variété de niveau quel- 
conque de la fonction est définie d'une façon unique. 

La forme ayant la propriété (1) est appelée forme de Gelfand- 
Leray de w et se note w/df. 

Pour la démonstration du lemme, il suffit de passer aux coordon- 
nées en lesquelles la fonction est une des coordonnées. 


Exemple. Soient f (x, y) = y° — 2° — sx (où s est un nombre) 
une fonction, et © — dx/\dy la forme d’aire. Alors la forme de Gel- 
fand-Leray sur une courbe de niveau t est égale à 


— dx/2y = — dzx/2 V x + sz—+ t. 


L'intégrale d’une telle forme est dite elliptique. 

Nous allons démontrer deux propriétés remarquables de la forme 
de Gelfand-Leray. 

Les variétés de niveau de la fonction sont supposées orientées 
de la facon standard. 


Lemme 2. 1. Soit w une n-forme différentielle différentiable à 
support compact. Supposons que le support de la forme ne rencontre pas 
l'ensemble critique de la fonction f. Alors 


( | À w/df) at. (2) 
RU “© = 


2. Soit y une (n — 1)-forme différentielle différentiable à support 
compact. Supposons que le support de la forme ne rencontre pas l'en- 
semble critique de la fonction f. Alors 


+ (J v)= | dla. (3) 


Démonstration. La propriété (2) est une conséquence 
évidente du théorème de Fubini. La propriété (3) découle du théorè- 
me de Stokes (voir [52, 209]). 


Corollaire. Soient f une fonction analytique non constante, et w 
une n-forme différentielle différentiable à support compact. Alors 


| wo | erst( | wldf) dt. (4) 
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En effet, la réunion des variétés de niveau singulières est de me- 
sure nulle. 


7.2. Comportement asymptotique des intégrales de la forme de 
Gelfand-Leray. 


Définition. On appelle intégrale oscillante élémentaire une inté- 
grale 


° Rs k, 
+<itx x 
( e  : jam... 2znnlq(r, ..., 2h) das ... dr, (5) 
R? 
dans laquelle k1, . .., Am, M, . .., m, sont des entiers non néga- 


tifs, o une fonction différentiable à support compact et t un paramètre 
réel. 


Dans le texte qui suit, la fonction +zh... xi" sera notée par 


f, et la forme |zm:... 2m | pm, . .., za) dr /\ . . ./\ dx, par 
wo. Il sera supposé que À, +... +k,> 2 


in à. 
Supposons que J(t) — | w/df pour des t non nuls, où J est une 


f = 
fonction différentiable sur RO qui s’annule en dehors d’un inter- 
valle suffisamment grand. Appelons la fonction J, fonction de Gel- 
fjand-Leray de la forme o. 

Nous commencerons l'étude du comportement asymptotique 
d’une intégrale élémentaire pour T —> + par le calcul du compor- 
tement asymptotique de la fonction de Gelfand-Leray, puis, à 
l’aide de la formule (4) et des formules canoniques des séries asympto- 
tiques d'’intégrales oscillantes simples [108], nous obtiendrons le 
développement asymptotique de l'intégrale élémentaire. 

Nous utiliserons le théorème suivant : 


Théorème 1 (voir [168]). La fonction de Gelfand-Leray se déve- 
loppe en série asymptotique 


n—1 

J(t = È 2 ak at“ (int) pourt—+ +0, (6) 
& Ren0 
n=1 

J(t)= À 2 ag, att(Iné)* pourt—> —0, (7) 
œ he 


où « parcourt un sous-ensemble de nombres réels discontinu et borné 


inférieurement. Ces développements asymptotiques sont dérivables terme 
à terme. 


Le théorème 1 se démontre sans peine par récurrence sur n. 
Pour décrire le développement asymptotique de la fonction de 
Gelfand-Leray, nous considérerons les intégrales F, — ( (+f)o, 


+1>0 
12e 
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où À est un paramètre complexe. Nous montrerons que les intégra- 
les sont des fonctions méromorphes du paramètre. Nous exprimerons 
les coefficients des séries (6), (7) et les indices & dans ces séries à l’aido 
des pôles et des coefficients de Laurent des fonctions méromorphes 
obtenues. Ensuite nous citerons ces pôles et ces coefficients de Lau- 
rent sous forme explicite. 


A. Développement asymptotique de la fonction de Gelfand- 
Leray et pôles de sa transformée de Mellin. Soit J: (0, ©œ)—R 
une fonction différentiable qui s’annule pour des valeurs suffisam- 
ment grandes de son argument. Supposons qu’elle se laisse dévelop- 
per en série asymptotique 


l 
J(t)= > à an. ate(int)}* pourit—> +0 (8) 


dans laquelle & parcourt un sous-ensemble de nombres réels discon- 
tinu et borné inférieurement. Considérons l'intégrale F(A) = 


== la (t) dt, où À est un paramètre complexe. L'intégrale est 


0 
bien définie pour des valeurs suffisamment grandes de la partie 
réelle du paramètre et, sous ces conditions, est une fonction holo- 
morphe du paramètre. 


Théorème 2 (voir [121]). La fonction F admet comme fonction 
méromorphe un prolongement analytique sur la totalité de la droite 
complexe. Son prolongement analytique a des pôles dans les points 


À — — (« + 1), où « parcourt le même ensemble discontinu que dans 
(8). Le coefficient de (x + 1 + À)-* +1 du développement de Laurent 
dans le point À = — (a + 1) est égal à (—1)* kl ax …. 


La démonstration découle de façon évidente de la formule 
1 
act (in #j dt=(— 1) 1 (a+ A+ 1), 
0 
B. Pôles et coefficients de Laurent de la transformée de Mellin 


de la fonction de Gelfand-Leray. Soit f = + 2 ... zx" un 
monôme. Considérons deux intégrales 


FaQ)= | (Me... arlq(es zu) de... den, 
+f>0 
où À est un paramètre complexe. D’après la formule (2) de la page 178 


F4()= |AJ()d, F_()= | (—0 (bat, 


0 0 


8 7] INTÉGRALES ÊLÉMENTAIRES ET DESINGULARISATION DE LA PHASE 181 


où J est la fonction de Gelfand-Leray. D'après les théorèmes 1, 2, 
les intégrales F, sont des fonctions méromorphes du paramètre. 
Explicitons les pôles et les coefficients de Laurent de ces fonctions. 


Lemme 3. 1. Les fonctions F. sont holomorphes en dehors des points 
de la droite complexe qui appartiennent aux n progressions arithméti- 
ques suivantes : 


—(m + 1)/k, — (mi + 2h, 0.5 —(ma + 1)h, 
— (Me + 2)/ke, 5 0e — (mn + 1)/kn, — (mn + 2)/k,, ... 


Dans un point qui appartient exactement à r progressions ci-dessus, 
les fonctions F, ont un pôle d'ordre non supérieur à r. 

2. Tous les coefficients des développements de Laurent des fonctions 
F. dans un point quelconque de la droite complexe sont des distribu- 
tions de l'amplitude ®. 

Démonstration. Il suffit de démontrer les assertions 
du lemme pour l'intégrale 

a a 
F (A) = | .. | ahhtm gent (z) dx, ... dx, 
0 0 


avec a positif. Il est commode de considérer une intégrale plus géné- 


rale 
a 


a 
F (Au js Na) | .….. | zip... zénhn tn px) dr, ... dx. 
0 0 


Soit V un grand entier naturel. Faisons la transformation 


F { kA+m Ro d 5 ee 
ns .…. L L TA AS 1 42 
. P + kitmith+i 
0 0 l,=0 
CE 
’ _ À | Lhakstms génAntmn K 
; 0 0 
; a 
PAS ETS (0, La; CC Th) ÂTa .. dzh, (9) 
T] 


“ Ro est la différence de y et du polynôme de Taylor de de degré 
en Zi. 

La première de ces intégrales est non singulière en À, pour 
kil + m1 + N + 1 > 0, et les pôles en À, des autres termes du 
second membre appartiennent à la première des progressions du Jem- 
me. En répétant la même procédure avec chaque intégrale successi- 
ve du second membre suivant les autres variables et en posant ensuite 
A1= À = ... = Àn = À, on obtient la première assertion du 
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lemme. Ce raisonnement permet de prolonger l'intégrale par analy- 
ticité au voisinage de n'importe quel point de la droite complexe 
donné a priori (voir [121]). Chaque coefficient de la série de Laurent 
en tout point de la droite est égal à la somme des intégrales de œ et 
de ses dérivées par rapport à des sous-espaces de coordonnées déter- 
minés. D'où la seconde assertion du lemme. 


Lemme 4. Supposons que le nombre À, appartienne exactement à 
r progressions arithmétiques du lemme 3, par exemple aux r premières 
progressions, et que 
Ào = — (mm + +1)/k =... = — (m, + 1, + 1)/k,, 


où l, ..., L. sont des entiers non négatifs. Alors le coefficient du 
terme (À — À)" du développement de Laurent en À, de F est égal à 


Nha À sat... gum, 
en x j=0 
jæi, L Le 
gti+: +lrp 
RTE El .., 0, Lp+ys 7 Zn) dT,+, .. dx, James 
Z1 ...0Tr 


où | | }. , symbolise le prolongement analytique de l'intégrale entre 


0 


parenthèses dans le point À. 
Le lemme 4 est une conséquence de (9). 


Lemme 5. 1. Soit B — max{ — (m, + 1)/k,,...,— (m, + 1)/k,} 
le maximum de la réunion des progressions arithmétiques du lemme 3. 
Supposons que B appartienne exactement à r progressions arithméti- 
ques du lemme 3. Supposons que l'amplitude ®@ des intégrales F,, F_ 
soit non négative et qu'elle soit positive à l'origine des coordonnées. À lors 
la somme des coefficients des termes (À — B)"" des séries de Laurent de 
F, et de F_ est positive et chacun de ces coefficients est non négatif. 

2. Supposons qu'il y a parmi les k1, ..., k, un nombre égal à 
4 et un seul, par exemple k; — 1. Soit À, un nombre qui appartient à 
la première progression du lemme 3 et n'appartient à aucune autre pro- 
gression. Cela signifie, en particulier, que À, = — (m +1 +1), où 
l est un entier non négatif. Soient a*, a” les coefficients des termes 
(4 — À0)”! des séries de Laurent en À, de F+ et de F_ respectivement. 
Alors a* = (—1)'a-. 

3. Supposons que f ait un minimum à l'origine, i.e. que 
f = + ze ain, où tous les exposants sont pairs. Alors F _ (à) = (0. 
Si de plus B,r,œ sont les mêmes que dans le p. 1, le coefficient de 
(À — BB)” dans la série de Laurent de F + est supérieur à 0. 

Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 4 et de la dé- 
composition des intégrales F,, F_- en une somme des intégrales 
suivant les octants de coordonnées. 
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C. Comportement asymptotique d’une intégrale oscillante élé- 
mentaire. 


Théorème 3 (cf. [350]). 1. Une intégrale oscillante élémentaire 
{voir (5), page 179) se développe pour T — + en série asymptoti- 
que 


n=-1 
2: 2 au a (y) 5% (Int, (10) 


où les coefficients numériques az,, sont des distributions de l'amplitude 
œ et le paramètre « parcourt les progressions arithmétiques du lemme 3. 
Si le nombre « appartient exactement à r progressions arithmétiques 
du lemme 3, alors a,, =0 pour k>xr. 

2. Soit BP = max£{ — (m, + 1)/k1, . . ., — (mA + 1)/k,} le ma- 
zimum de la réunion des progressions arithmétiques du lemme 3. Sup- 
posons que B appartienne à r progressions arithmétiques du lemme 3. 
Supposons que B n'est pas un entier impair. Supposons que l'amplitude 
@ soit non négative et prenne une valeur positive à l'origine. Alors la 
partie réelle du coefficient numérique du terme dominant de la série asymp- 
totique (i.e. la partie réelle de a,._1,8) est non nulle et de même signe que 
cos (rf/2); autrement dit, le signe de la partie réelle est défini par £. 

3. Supposons que k, = 1 et que m, soit pair, i.e. que l'hypersurface 
z1 = 0 n'appartienne pas à l'ensemble critique de la phase de l'inté- 
grale élémentaire ni à un sous-ensemble sur lequel l'expression sous le 
signe somme de l'intégrale élémentaire est non différentiable. Alors «& 
ne parcourt dans (10) que les progressions arithmétiques d'indices 2, ... 

.. n du lemme 3. 

&. Supposons que la phase de l'intégrale élémentaire ait un minimum 
à l'origine des coordonnées, i.e. que f = + zh... ain, où tous les 
exposants sont pairs. Supposons que l'amplitude œ@ soit non négative 
et prenne une valeur positive à l'origine. Alors le coefficient numéri- 
que du terme dominant de la série asymptotique (i.e. le nombre a,_;,8) 
est non nul et de même argument que exp (—xif/2), où les B, r sont 
les mêmes que dans le p. 1 du lemme; autrement dit, l'argument du 
coefficient est défini par f. 

On déduit facilement le théorème 3 des théorèmes 1 et 2 et des 
lemmes 3, 5 au moyen des formules canoniques suivantes. Soit 6: 
R— R une fonction différentiable à support compact identique- 
ment égale à 1 à l'origine. Alors, pour Tt—+ + on a, à un 
infiniment petit près d'ordre aussi élevé que l’on veut, 


Led k 
itt k m 4 T(a+1) 
L tæ(Int)"6(t)dt= Be ioeri” 


( | (11) 
| ettt(—+}e (In (—#))"6 (6) dt 2 TURN 


da” (it)2+1 
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Dans ces formules arg (Hit) = + x1/2, et T est la fonction gamma 
(voir [108)). 


D. Comportement asymptotique d’une intégrale élémentaire de 
Laplace. 


Définition. On appelle intégrale élémentaire de Laplace une 
intégrale 


+ << n 
| e OR jam. an xs, .. Zn) dt... du, 


dans laquelle les k,, ..., k£,, m1, ..., m, sont des entiers non 
négatifs, les k1, . . ., k, sont pairs, ki + ... + k,> 2, o est une 
fonction différentiable à support compact et + un paramètre réel. 


Théorème 4. 1. L'intégrale élémentaire de Laplace se développe 
pour T—+ + oo en série asymptotique (10) qui possède les propriétés 
citées à la fin du p. 1 du théorème 3. 

2. Supposons que l'amplitude q soit non négative et prenne une 
valeur positive à l’origine. Alors le coefficient numérique du terme do- 
minant (i.e. le coefficient a,_1,8, où les r, B sont les mêmes que dans le 
p. 2 du théorème 3) de la série asymptotique de l'intégrale élémentaire 
de Laplace est positif. 

La démonstration du théorème 4 se réduit à celle du théorème 3. 
quitte à remplacer les renvois aux formules (11) par les renvois à la 
formule 


t dr 4) 
| e-ttta(Int)}*8(t)dt=æ r EE 
0 


(voir [108]). 
7.3 Développement asymptotique et désingularisation. 


A. Poids de la désingularisation et collection des multiplicités. 
Considérons une fonction f : R" —+ R analytique au voisinage de son 
point critique x. Supposons que la valeur de f en x soit 0. Considé- 
rons une désingularisation de x (voir n° 6.4). Introduisons des ca- 
ractéristiques de la désingularisation qui nous serviront à exprimer 
l'indice d'oscillation du point critique, sa multiplicité et l’ensemble 
des indices. 

On entend par désingularisation une variété Ÿ et son applica- 
tion x: Ÿ —+ R" qui possèdent les propriétés indiquées au n° 6.4. 
Dans un petit voisinage de l’image réciproque du point critique x, 
considérons la décomposition de l’hypersurface de niveau nul de Îla 
fonction fox en composantes irréductibles. A chaque composante 
irréductible qui rencontre l’image réciproque de x sont liés d’une 
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façon bien définie deux entiers non négatifs, à savoir les multipli- 
cités des zéros de la fonction fex et du jacobien de x sur cette com- 
posante. Ces multiplicités seront notées respectivement par À et m. 
Le couple ordonné (kX, m) est appelé multiplicité de la composante, 
et le nombre —(m + 1}/k, poids de la composante. 


Définition. On appelle collection des multiplicités d’une désingu- 
larisation l’ensemble de toutes les multiplicités distinctes deux à 
deux et telles que (X, m) Æ (1, 0), £ > 0. 

La collection des multiplicités sera notée par Mult. 


Définition. On appelle poids d’une désingularisation le maximum 
des poids des composantes dont les multiplicités possèdent la pro- 
priété suivante: (k, m) Æ (1, 0), k > 0. Ainsi donc, le poids de la 
désingularisation est égal au nombre max{— (m + 1}/k |(k, m)€ 
€ Mult}. 


Remarque. La collection des multiplicités est finie, car x est une- 
application propre. 


Exemple. Soit f un polynôme homogène de degré VN admettant 
un point critique de multiplicité finie à l'origine. Soit x: Y — R” 
un éclatement à l’origine (voir n° 4.3; voir aussi [318], chapitre II, 
$ 4). Cette application désingularise le polynôme à l’origine. La 
collection des multiplicités de la désingularisation se réduit à un 
couple unique (N, nr — 1). Le poids de la désingularisation est —n/N. 

Définissons la notion de multiplicité d’un nombre par rapport 
à une désingularisation. A cet effet, définissons d’abord la notion 
de multiplicité d'un nombre dans un point de l’image réciproque du 
point critique. 

Soient & un nombre et y un point de l’image réciproque du point 
critique x par l'application de désingularisation. Considérons un 
petit voisinage de y et, dans ce voisinage, la décomposition de l'hy- 
persurface de niveau nul de la fonction for en composantes irréduc- 
tibles. La multiplicité de à en y est le nombre des composantes irréduc- 
tibles de poids & qui se rencontrent en y. La multiplicité du nombre: 
a par rapport à la désingularisation est le maximum des multiplici- 
tés de «& dans les points de l’image réciproque du point critique zx. 
Jl est évident que la multiplicité d’un nombre est un entier compris. 
entre 0 et n. 


Exemple. Considérons le point critique et la désingularisation de- 
l'exemple précédent. Soit nr  N. Alors la multiplicité du nombre- 
—n{N par rapport à la désingularisation indiquée est égale à 1. La: 
multiplicité du nombre —1 est égale à 0 si f est de signe constant et 
à 1 sinon. Les multiplicités des autres nombres sont égales à 0. 
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B. Série asymptotique de l’intégrale oscillante. 
Théorème 5 (voir [350]). Considérons l'intégrale oscillante 


| eif()p(x) dx, ... dx. 
R? 


Supposons que sa phase est une fonction analytique au voisinage de son 
point critique qui prend la valeur O dans ce point. Considérons une 
désingularisation du point critique. Nous disons que si le support de 
l'amplitude est contenu dans un voisinage suffisamment restreint du 
point critique de la phase, alors: 

1) l'intégrale oscillante se développe en série asymptotique 


n= { 
D D ana (p)t#(nt)* pourt-+ +00. 


Les coefficients numériques ax, . sont des distributions de l'amplitude. 
Le support de chaque distribution appartient à l'ensemble critique de 
la phase. Le paramètre « parcourt une suite de progressions arithméti- 
ques dont l'une est constituée de nombres entiers négatifs et les autres 
sont paramétrées par les éléments de la collection des multiplicités de la 
désingularisation du point critique de la phase. Au couple (k, m) corres- 
pond la progression arithmétique —(m + 1)/k, —(m + 2)/k, . ..; 

2) la distribution a,., est identiquement nulle si k est non inférieur 
à la multiplicité de « par rapport à la désingularisation ; 

3) si le poids de la désingularisation du point critique de la phase 
est supérieur à —1Â, alors: 

a) l'indice d'oscillation du point critique de la phase est égal au 
poids de la désingularisation ; 

b) la multiplicité de l'indice d'oscillation du point critique de la 
phase est inférieure d'une unité à la multiplicité (par rapport à la désin- 
gularisation) du nombre égal au poids de la désingularisation ; 

c) si l'amplitude est non négative et prend une valeur positive au 
point critique de la phase, alors le coefficient numérique du terme domi- 
nant de la série asymptotique de l'intégrale oscillante (i.e. le coeffi- 
cient ax.p, où B est l'indice d'oscillation et K la multiplicité de l'indice 
d'oscillation) est non nul: 

d) si le paint critique de la phase est de multiplicité finie, le coefji- 
cient numérique du terme dominant de la série asymptotique de l'in- 
tégrale oscillante est égal à la valeur de l'amplitude au point critique 
de la phase multipliée par une constante non nulle qui ne dépend que 
de la phase; 

4) si le point critique de la phase est un point maximum ou mini- 
mum, les assertions a) à d) du p. 3 du théorème ont lieu; 

5) soit n l'application de désingularisation. Supposons que, sur 
l'image réciproque du point critique de la phase, il n'existe aucun point 
où se rencontrent au moins deux composantes irréductibles de l'hypersur- 
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face de niveau nul de la fonction fox de multiplicités (1, 0). [Remarquons 
que cette supposition est vérifiée si La phase admet un point critique de 
multiplicité finie (si n = 2, il convient d'éliminer aussi le cas où le 
point critique est non dégénéré).] A lors le paramètre a de la série asymp- 
totique de l'intégrale oscillante ne parcourt que des progressions arithmé- 
tiques du p. 1 paramétrées par les éléments de la collection des multi- 
plicités de la désingularisation. En particulier, l'indice d'oscillation 
du point critique de la phase est non supérieur au poids de la désingulari- 
sation ; 

6) soient B le poids de la désingularisation et k la multiplicité de 
B par rapport à la désingularisation. Considérons l'ensemble de tous 
les points de l'image réciproque (par l'application de désingularisation) 
en lesquels la multiplicité de $ est égale à k. Supposons que cet ensemble 
ne rencontre aucune composante irréductible de l’'hypersurface de niveau 
nul de la fonction fox de multiplicité (1, 0). Supposons que les condi- 
tions du p. 5 ont lieu. Supposons que B n'est pas un nombre entier im- 
pair. Alors les assertions a) à d) du p. 3 du théorème ont lieu; 

7) supposons que le poids de la désingularisation est égal à —1 et 
que la multiplicité du nombre —1 par rapport à la désingularisation 
est non inférieure à 2. Alors l'indice d'oscillation du point critique de 
la phase est égal à —1. Mieux, la multiplicité de l'indice d'oscillation 
est égale ou de 1 inférieure à la multiplicité du nombre —1 par rapport 
à la désingularisation 


Remarques. 1. Une conséquence de ce théorème est le théorème 
3,8 6 du développement asymptotique. 

2. La désingularisation d'un point critique n'est pas unique. 
Cependant, si le poids d’une désingularisation est supérieur à —1, 
celui de toute autre désingularisation est aussi supérieur à —1 et 
ne dépend pas de la désingularisation (p. 3 du théorème 5). Il serait 
intéressant de donner une démonstration purement algébrique à ce 
fait. 

3. La désingularisation d’un point critique a pratiquement 
toujours un poids supérieur à —1. Les conditions suffisantes corres- 
pondantes sont formulées dans le théorème 5, $ 8, ainsi que dans d) 
du théorème 4, $ 6. 

4. Nous citons dans le n° 9.2 (voir aussi [350]) un exemple de 
point critique dont le poids de la désingularisation est inférieur à 
—1 et l'indice d'oscillation est plus petit que le poids de la désingu- 
larisation. 

5. Revenons au problème de reconstitution de la valeur de la 
fonction œ au point critique de la fonction f d’après les intégrales de 
o étendues aux hypersurfaces de niveau de f (voir n° 6.3). Pour un 
point critique de multiplicité finie vérifiant les conditions de l’un 
des points 3, 4 ou 6 du théorème 5, ce problème peut être résolu com- 
me suit. Comme densité sur les hypersurfaces de niveau de f, pre- 


188 INTÉGRALES OSCILLANTES (CH. Il 


nons la (x — 1)-forme différentielle de Gelfand-Leray dx; / .. 
. |\drn/df. On veut donc, connaissant la fonction de Gelfand- 


Le J (t) = jodnA ... /\dzh/df, reconstituer la valeur de 


fat 
œ au point critique. D’après la formule (4) de la page 178, l’intégrale 
oscillante est la transformée de Fourier de la fonction de Gelfand- 
Leray. L'’assertion 3, d) du théorème 5 fournit donc la solution du 
problème. 


Exemple. Soit f un polynôme homogène de degré V admettant 
un point critique de multiplicité finie à l’origine. La désingulari- 
sation de ce point critique est indiquée dans l’exemple de la page 
485. Toutes les multiplicités de cette désingularisation se rédui- 
sent au couple (W, n — 1). Conformément au théorème 5, le para- 
mèêtre &« du développement asymptotique de l’intégrale oscillante de 
phase f parcourt la progression arithmétique —n/N,—{(n + 1)/N,... 
Si V>n (ou si f est non alternée), l'indice d'’oscillation du 
point critique est égal à —7/N, et la multiplicité de l’indice d'’oscil- 
lation est O. 

Démonstration du théorème. Faisons un change- 
ment de variables dans l’intégrale oscillante à l’aide de l’applica- 
tion de désingularisation x: Ÿ — R’. L'intégrale se transforme alors 
en une intégrale étendue à Y. Par une partition suffisamment fine 
de l'unité, transformons cette dernière intégrale en somme d'’inté- 
grales élémentaires (ce qui est possible, car x est la désingularisa- 
tion). 

Les pp. 1 et 2 du théorème 5 résultent alors immédiatement du 
p. 1 du théorème 3. De même, les pp. 3, 4, 5, 6 du théorème 5 ré- 
sultent des pp. 2, 4, 3, 2 du théorème 3 respectivement. 

Démontrons le p. 7. On a 


| eit{o dx = | eitt J(t) dt + eittJ(—t) dt, 
R? 0 0 


où J est la fonction de Gelfand-Leray. Utilisant la désingularisa- 
tion et le théorème 2, on obtient 


JE & af ont} +... +aë o+ D t(Int}aË eo, 
a>0 


où (r + 1) est la multiplicité du nombre —1 par rapport à la désin- 
gularisation, et af, sont des nombres réels. Si l'amplitude est de 
signe constant et distincte de zéro au point critique de la phase, 
alors, d’après le lemme 7, les nombres a*, sont de même signe et leur 
somme est non nulle. Appliquant les formules (11) de la page 183, 
on s'assure que. dans le développement asymptotique de l’intégrale 
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oscillante, la partie réelle du coefficient de (In t)"-!/t est proportion- 
nelle à af o + 47,0 et le coefficient de (In t)'/t est proportionnel à 


aŸ o — 7,0, avec des facteurs de proportionnalité non nuls. Le p. 7 
du théorème est démontré. 


Remarque. On fait intervenir les hypothèses formulées dans les 
pp. 3, 4 et 6 du théorème 5 afin d'exclure l'influence des points de 
la partie non singulière de l’hypersurface de niveau nul de f sur le 
terme dominant de la série asymptotique. 


C. Comportement asymptotique de l’intégrale de Laplace. On 
appelle intégrale de Laplace une integrale de la forme 


| e-T{op (zx) dry ... dtn, 
R? 


où t est un paramètre réel positif. Les fonctions f et @ sont respecti- 
vement la phase et l'amplitude de l'intégrale. 

Supposons que la phase admet un point minimum et est une fonc- 
tion analytique au voisinage de ce point. Supposons que la valeur 
de la phase dans son point minimum soit nulle. 


Théorème 6. Si le support de l'amplitude est contenu dans un voi- 
sinage suffisamment restreint du point minimum, l'intégrale de Lapla- 
ce se développe pour t —+ + en série asymptotique 


n= 1 
2 2) @h. a(p)e® (Int), 


qui vérifie les conditions des pp. 1, 2 et 4 du théorème 5. 

La démonstration du théorème 6 est analogue à celle du théorème 
5, quitte à remplacer les renvois au théorème 3 par des renvois au 
théorème 4. 


Corollaire. Soit, pour tout t petit positif, V(t) le volume de l’en- 
semble des points en lesquels la phase prend une valeur inférieure à t. 
Alors la fonction V se développe pour t + +0 en série asymptotique 

n=1 

D D au et”-t(Int}. 

a k=0 
Ici le paramètre « parcourt un ensemble fini de progressions arithméti- 
ques constituées de nombres rationnels négatifs, à savoir : les progressions 
arithmétiques du p. 1 du théorème 5. Les coefficients de la série et l'ordre 
du terme dominant de la série vérifient les assertions des pp. 2 et 4 
du théorème 5. 

Démonstration du corollaire. La dérivée de la 
fonction V est égale à la fonction de Gelfand-Leray de phase f 
et d'amplitude 1. 
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7.4. Rationalité des indices de singularité maximaux 4 (n) 
(voir n° 6.8). Considérons un polynôme de degré N à coefficients 
indéterminés et à termes constants et linéaires nuls 


f(x, a)— a zh: z'n. 
? as LEA .... R, | Fee n 
k:, ... k,20 


Pour des coefficients réels a donnés, le polynôme définit une fonction 
fC. a): R'—R qui a un point critique à l’origine. D'après le 
théorème 5, il existe une progression arithmétique qui contient 
l'ensemble des indices de ce point critique. 


Théorème 7. Zl existe une progression arithmétique unique qui 
contient l’ensemble des indices des points critiques à l'origine des phases 
Î (-, a) pour a quelconque. 

Le théorème 7 découle du lemme 8. 


Lemme 8. Considérons dans l’espace des coefficients du polynôme f 
un ensemble semi-algébrique A. Il existe alors un sous-ensemble algébri- 
que propre BC À et une progression arithmétique Q qui ont la pro- 
priété suivante: pour tout a € AXB l'ensemble des indices du point 
critique à l’origine de la phase f (:+, a) appartient à Q. 

Démonstration. On peut admettre que À soit non sin- 
gulier et connexe. Soit f’ la restriction de f à la variété R" x 4. 
Considérons une désingularisation x: Y —> R* x À de l'hypersur- 
face de niveau nul de f’ (voir [153]). D'après le théorème de Bertini- 
Sard, il existe un sous-ensemble algébrique propre B& À qui a la 
propriété suivante: pour tout a € AB la restriction de l’applica- 
tion de désingularisation à l’image réciproque de l’ensemble R" x a 
est une désingularisation de l'hypersurface de niveau nul de la 
fonction f (:, a): R" + a—+ R; mieux, la topologie de cette désin- 
gularisation et toutes les multiplicités sont des fonctions locale- 
ment constantes de a. Le lemme résulte maintenant du théorème 5. 


$ 8. Séries asymptotiques et polyèdres de Newton 


Nous considérons la classe des points critiques des phases dont 
la série de Taylor a un polyèdre de Newton donné. Si le polyèdre de 
Newton est éloigné, presque tous les points critiques de la classe ont 
même indice d'oscillation. Celui-ci est égal à l'éloignement du po- 
lyèdre de Newton. Un point critique de la classe a un indice d'os- 
cillation type si la partie principale de sa série de Taylor est non 
R-dégénérée (i.e. si un ensemble fini de coefficients de la série de 
Taylor vérifie des conditions algébriques explicites, voir n° 6.2). 
Cette assertion fait l'objet du théorème 4 duf$ 6 dont la’démonstra- 
tion est le but du présent paragraphe. 
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La démonstration du théorème est basée sur la désingularisation 
des points critiques des phases. Nous avons défini dans le paragraphe- 
précédent une caractéristique numérique de la désingularisation, à 
savoir son poids, et montré que si le poids est supérieur à —1, l’in- 
dice d’oscillation du point critique est égal au poids (théorème 5.. 
$ 7). Dans ce paragraphe nous construirons une variété et une appli- 
cation de celle-ci sur R” qui ont la propriété de résoudre les singula- 
rités de presque tous les points de la classe considérée. Nous montre- 
rons que le poids de la désingularisation proposée est égal à l’éloigne- 
ment du polyèdre de Newton et le théorème 4 du $ 6 sera démontré. 

L'opération de désingularisation utilise le polyèdre de Newton 
et se déroule en trois étapes. La première consiste à partitionner, 
d’après le polyèdre de Newton, l'octant positif de l’espace en cônes. 
convexes dont chacun est défini par un ensemble fini de conditions 
linéaires à coefficients rationnels. À la deuxième étape on amincit 
les cônes afin d'obtenir une nouvelle partition de l'octant positif, 
plus fine que la précédente. Tous ses cônes sont simpliciaux et de: 
multiplicité 1 (voir les définitions dans le n° 8.1, A). A la troisième 
étape on construit, d’après la nouvelle partition, une variété dé- 
singularisante et une application de cette variété sur R?7. Ces variété 
et application peuvent désingulariser presque tous les points criti- 
ques de la classe considérée. 

À chaque étape suivante on se sert uniquement du résultat de 
l'étape précédente : c’est ainsi que la deuxième étape ignore le polyë- 
dre de Newton et la troisième n'utilise pas la partition initiale. A 
la première et à la troisième étape, le résultat est défini sans am- 
biguïté par les données initiales. Par contre, le résultat de la deuxiè- 
me étape — la nouvelle partition — n'est pas défini d'une façon 
unique par la partition initiale. Ainsi donc, bien que construite 
d’après le polyèdre de Newton, la désingularisation n’est pas définie 
une fois pour toutes par ce polyèdre. 

Nous commencerons par la troisième étape : à partir de l’ensemble. 
de cônes qui possède les propriétés indiquées plus haut, nous construi- 
rons la variété cherchée et définirons sa projection canonique sur 
R? (voir n° 8.1, F). Ensuite nous développerons la première et la 
deuxième étape et nous montrerons que la variété et l'application 
obtenues ont effectivement la propriété de résoudre les singularités 
des points critiques constituant la classe aux parties principales de 
leurs séries de Taylor non R-dégénérées. En conclusion nous dédui- 
rons le théorème 4 du $ 6 du théorème 5 du $ 7. 

Un groupe agit canoniquement sur la variété que nous allons 
construire : c’est un tore de dimension nr (pour plus de détails, voir 
n° 8.1, D). Les variétés sur lesquelles opère un tore sont appelées 
variétés toriques. On trouve une théorie bien développée des variétés 
toriques dans [178, 86]. Les orbites d'action du tore sur la variété: 
torique sont en bijection avec un certain ensemble de cônes convexes-. 
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construits d’après la variété. Cet ensemble de cônes définit à son 
tour une variété torique unique. La troisième étape de nos raisonne- 
ments est précisément le passage canonique (en théorie des variétés 
toriques) de l'ensemble de cônes à la variété. Une particularité 
remarquable des variétés toriques est que la plupart des construc- 
tions analytiques et topologiques sur ces variétés se réduisent à des 
constructions algébriques linéaires sur l’ensemble de cônes corres- 
pondant. On en voit un exemple dans ce paragraphe: c’est le calcul 
du poids de la désingularisation. 

A. Kushnirenko fut le premier à appliquer les polyèdres de 
Newton à l'étude des singularités ([190, 191]). A. Khovanski attira 
l'attention sur le lien existant entre variétés toriques et polvèdres 
de Newton (voir [42, 154, 155] et aussi [350, 3591]). 


8.1. Construction de la variété. 

A. Cône, squelette, multiplicité, éventail. On appelle cône 
engendré par des vecteurs a, . ... a, € R" un cône constitué de com- 
binaisons linéaires de ces vecteurs à coeffi- 
cients non négatifs. Un cône ayant son som- 
met à l'origine des coordonnées est dit ration- 
nel s'il peut être engendré par un ensemble 
fini de vecteurs à coordonnées entières. Le 
squelette d'un cône rationnel est l’ensemble 
de tous les vecteurs entiers primitifs (non 
multiples) dans les faces de dimension 1. 
I] est évident que le squelette d'un cône 

Fig. 66 engendre le cône lui-même. 
Exemple. Le cône de la figure 66 est ra- 
tionnel. Son squelette est formé des vecteurs (3, 1), (1, 2). 

On dit que le cône rationnel est simplicial si les vecteurs de son 
squelette forment une famille libre. 

On appelle multiplicité d’un cône simplicial de dimension maxima- 
le x l'indice du sous-réseau engendré par les vecteurs du squelette 
dans le réseau d'’entiers de l’espace. Il est évident que la multipli- 
cité d'un cône est égale à { si et seulement si son squelette forme une 
base du réseau d'entiers de l'espace. Mieux: si la multiplicité d’un 
cône est supérieure à 1, il lui appartient un vecteur entier qui est 
une combinaison linéaire de vecteurs du squelette dans laquelle 
tous les coefficients sont non négatifs, inférieurs à 1 ct non tous nuls. 

Exemple. Le cône de la figure 66 est simplicial (tous les cônes 
rationnels de dimension deux le sont). La multiplicité de ce cône 
est égale à 5. 

Problème. Montrer que la multiplicité d’un cône est égale au 
module du déterminant formé des coordonnées des vecteurs de son 
squelette. 

On appelle éventail un ensemble fini de cônes rationnels tels que : 
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a) chaque face du cône de l’ensemble appartient elle-même à 
l'ensemble ; 

b) l'intersection de deux cônes quelconques de l'ensemble est 
une face de chacun de ces cônes. 

Un éventail est dit simple si tous ses cônes sont simpliciaux et 
le squelette de tout cône se laisse compléter en une base du réseau 
d’entiers de l’espace tout entier. 


B. Applications monomiales. Une application rationnelle k: R°— 
— R* de la forme 


L ñn 
a: a: | 
zioh=Zxi ... 2: i= À, cs 


où a? est une matrice entière de déterminant +1, est dite monomiale- 
L'ensemble de définition d'une application monomiale contient tou- 
jours le complémentaire de la réunion des hyperplans de coordon- 
nées. 

Il est évident que l'inverse d'une application monomiale est 
aussi une application monomiale et qu'elle se définit par la matrice 
inverse. L'ensemble de définition d'une application monomiale se 
confond avec l’espace tout entier si et seulement si sa matrice a des 
éléments non négatifs. 

Soit un couple ordonné de bases du réseau d'entiers de R'. On 
dit qu’une application monomiale est associée au couple si elle se 
définit par la matrice de l’adjoint de l'opérateur de passage de la 
seconde base à la première écrit dans la seconde base. On trouve donc 
dans les colonnes les coordonnées des vecteurs de la première base 
écrits dans la seconde. 


Exemple. Soient dans le réseau d'’entiers de KR? deux bases: la 
première (1, 0), (1. 1) et la seconde (1, 0), (0, 1). L'application mono- 
miale À associée à ce couple se définit alors par 


zioh = xixs, xooh = xÂr2. 


Lemme 1. La permutation des éléments d'un couple entraîne 
l'inversion de l'application monomiale associée à ce couple. Dans un 
triplet de bases, l'application associée à la première et à la troisième 
est la composée des applications associées l'une à la première et à la 
deuxième et l'autre à la deuxième et à la troisième base, exactement 


k, 3 = Ra 90h1,0. 
La démonstration est évidente. 


C. Variété associée à un éventail simple. Soit un éventail simple. 
Construisons une variété analytique réelle non singulière de dimen- 
sion 7 associée à cet éventail. La construction de la variété indiquée 


13—0626 


194 INTÉGRALES OSCILLANTES ICH. IT 


généralise la construction des compactifiés standards de l'espace 
(R 0)". Plus exactement. pour les éventails de la figure 67, a, b 
la construction décrite conduit aux variétés (RP1}" et RP" respecti- 
vement. 

Les cartes de la variété sont en bijection avec les cônes de dimen- 
sion » de l'éventail. Chaque carte est un R”. Nous introduirons une 
relation d'équivalence pour les points des cartes différentes, après 
quoi nous introduirons une topologie et la structure d'une variété 
sur l’ensemble des classes d'équivalence. 

I1 est commode d ordonner les vecteurs du squelette de chaque 
cône de l'éventail. Fixons donc des ordres correspondants. Nous 
verrons dans la suite que la variété cherchée est indépendante de 
ces ordres. 

A tout couple ordonné de cartes est associée une application mo- 
nomiale de la première carte dans la seconde: c'est une application 


Fig. 67 


monomiale associée au couple ordonné de bases du réseau d’entiers 
de l'espace où la première (resp. la seconde) base est engendrée 
par le squelette du cône de dimension 7 qui correspond à la première 
(resp. à la seconde) carte. Pour la variété à construire, cette applica- 
tion monomiale joue le rôle de fonction de passage de la première 
carte à la seconde. 

Nous dirons qu'un point de la première carte est équivalent à un 
point de la seconde si l’application monomiale associée à ces cartes 
est définie dans le point en question de la première carte et lui associe 
le point mentionne de la seconde. 

Exemple. Soient deux cônes dans R°; le squelette du premier est 
formé des Eee (1. 1). (1. 2), et celui du second. des vecteurs 
(1. 1). (3, 2). Alors l'application monomiale RL de la première carte 
dans la seconde est définie par z;, oh — Lilas xzsoh = xix,". Dans 
ces conditions. le point (0. 2) de la première carte. par exemple. est 
équivalent au point (0. 1/2) de la seconde. 

La relation introduite sur les couples de points devient une rela- 
tion d'équivalence si elle est symétrique. Nous verrons qu’il en est 
ainsi en démontrant le 
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Lemme 2. L'application monomiale associée à un couple ordonné 
de cartes possède la propriété suivante: étant donnée, sur la premiere 
carte. une suite de points 

a) admettant une limite finie dans la première carte; 

b) ayant défini en tous ses points l'application monomiale ; 

c) et telle que la suite des images de ses points admet une limite 
finie sur la seconde carte. 
l'application monomiale est définie et non dégénérée dans le point 
limite de la suite. 

Démonstration. Elle utilise le fait que l'intersection 
des cônes correspondant aux deux cartes est une face de chacun 
d'eux. I] suffit de considérer le cas où la suite des points appartient 
aune courbe différentiable et le point limite de la suite répond à la valeur 
nulle du paramètre de la courbe. L'existence d'une telle courbe 
découle du lemme du choix des courbes (voir [245]). Soit donc une 


courbe d'équation zx;(t) = 1t y (c; + O(t))}. j—=1,..., nr. où les 
Ce <<. ©, <ont non nuls. Son image est alors d’équation x; ({) = 
= 1" (d; +04) j=1....,n, où m = aïk; et ai est la 
matrice de l'application monomiale. Les exposants k;, m; sont non 
négatifs par définition. En accord avec ces formules. un vecteur 
(M1. ..., m,) est une combinaison linéaire de colonnes de la ma- 


trice a; à coefficients k. . ... k,. Par définition, on trouve dans leé 
colonnes les coordonnées des vecteurs du squelette du cône associs 
à la première carte exprimés en fonction des vecteurs du squelette du 
cône associé à la seconde. Puisque les m; sont non négatifs. la com- 
binaison linéaire indiquée des vecteurs du premier squelette appar- 
tient au second cône. Or. l'intersection de cônes est une face de 
chacun d'eux. Si donc un coefficient k; de la combinaison linéaire 
est non nul, tous les éléments de la j-ièême colonne de la matrice de 
l'application monomiale sont nuls sauf un qui est égal à 1. Puisque 
k; est positif, le point limite de la courbe pour { — 0 appartient 
à l'hyperplan x; = 0. Or, on a montré que l'application monomiale 
est définie et non dégénérée dans un point générique de cet hyperplan. 
Le lemme est démontré. 


Nous avons donc défini une relation d'équivalence sur les couples 
de points des cartes. Munissons l’ensemble des classes d'équivalence 
d'une topologie et d'une structure de variété analvtique. Chaque 
carte se plonge canoniquement dans un ensemble de classes d'équi- 
valence comme une partie de celui-ci. Nous dirons qu'un ensemble 
est ouvert si ses intersections avec toutes les cartes sont ouvertes. On 
déduit sans peine du lemme 2 qu'une telle définition munit l’ensem- 
ble des classes d’équivalence d'une structure d’espace topologique de 
Hausdorff. Les plongements des cartes définissent un recouvrement 
de l’espace topologique par des ensembles ouverts et définissent des 
homéomorphismes de ces ensembles à KR”. Par construction. les 
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fonctions de passage liées à ces homéomorphismes sont des applica- 
tions monomiales dans l’ensemble de définition. Nous avons donc 
construit, à partir d’un éventail simple, une variété analytique que 
nous appellerons variété associée à l'éventail simple. 


Problème. Montrer que les variétés (R?!1)", RP" sont associées 
aux éventails de la figure 67, a et b respectivement. 


D. Tore opérant sur une variété associée à un éventail simple. 
L'espace (RN 0)" forme, par rapport à la multiplication coordonnée 
par coordonnée, un groupe appelé tore de dimension #7. Le tore 
agit sur lui-même. Son action se prolonge canoniquement sur R". 

Considérons une variété associée à un éventail simple. Sur les 
cartes de la variété agit un tore. On voit sans peine que cette action 
se prolonge en action du tore sur la variété tout entière. Décrivons 
les orbites de cette action. 

En dimension n il n'existe qu'une orbite : elle est dd au 
tore. Pour une carte arbitraire c'est (RN 0)". 

Les orbites de dimension (7 — 1) sont en bijection avec les cônes 
de dimension un de l'éventail simple. En effet, chaque carte ren- 
contre x orbites de dimension (7 — 1). Leurs adhérences en coor- 
données locales se confondent avec des hyperplans de coordonnées. 
A une orbite de dimension (7 — {) située dans l'hyperplan x, = 0, 
faisons correspondre un vecteur d indice j dans le squelette du cône 
répondant à la carte. (Rappelons que les vecteurs des squelettes des 
cônes de l'éventail sont ordonnés.) 


Lemme 3. 1. Cette correspondance définit une correspondance 
bijective entre l'ensemble des orbites de dimension (n — 1) et l'ensemble 
des cônes de dimension un de l'éventail simple. 

. L'adhérence de toute orbite de dimension (n — 1) est une sous- 
variété de dimension (n — 1). 

Démonstration. Considérons deux cartes de la variété 
et la fonction de passage de la première à la seconde. Supposons 
qu'une orbite de dimension (#7 — 1) de la première carte passe en une 
orbite de dimension (7 — 1) de la seconde. Pour simplifier les nota- 
tions, admettons que ces orbites sont situées dans les hyperplans 
z, = 0 des deux cartes. Montrons qu'aux deux cartes correspond un 
seul et même cône de dimension un. En effet. la fonction de passage 
est une application monomiale. Par hypotheése, les éléments de la 
première colonne de la matrice de l’application monomiale sont tous 
nuls sauf le premier qui est égal à 1. Par définition de la fonction 
de passage. cela signifie que les premiers vecteurs des squelettes des 
cônes des deux cartes sont les mèmes, ce qu'il fallait démontrer. On 
montre d'une façon analogue que deux orbites de dimension (7 — {) 
qui correspondent dans des cartes différentes à un même cône de 
dimension { se confondent. 
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L'assertion de la deuxième partie du lemme est triviale. Le lemme 
est démontré. 


Par analogie à ce qui précède. on établit une correspondance 
bijective entre l'ensemble des orbites de dimension À et l’ensemble 
des cônes de dimension (7 — k) d’un éventail simple. Les adhérences 
des orbites sont des plans de coordonnées. Si une orbite appartient 
à l’adhérence d’une autre. le cône répondant à la seconde est une face 
du cône répondant à la première (pour plus de détails, voir [178]). 


E. Applications des variétés associées à des éventails simples. 
Soient deux éventails. On dit que le premier est plus fin que le 
second si, pour tout cône du premier éventail, il existe dans le second 
un cône qui le contient. 

Considérons deux éventails simples. Supposons que le premier 
soit plus fin que le second. Considérons des variétés associées à ces 
eventails. Définissons une application analvtique de la première 
variété dans la seconde. À cet effet. définissons la restriction de 
l'application à chaque carte de la première variété. Prenons une 
carte quelconque de la première variété; elle répond à un cône 
de dimension r du premier éventail. Il existe par hypothèse 
dans le second éventail un cône qui contient ce cône du premier. I] 
va de soi que le cône du second éventail est lui aussi de dimension n. 
Donc. il lui correspond une carte de la seconde variété. Nous avons 
ainsi un couple ordonné de cartes. Considérons une application mono- 
miale de la première carte dans la seconde associée à ce couple de 
cartes (voir n° 8.1, C). La matrice de cette application monomiale 
a les éléments non négatifs. car le premier cône se plonge dans le 
second. Ainsi donc. nous avons défini une application analytique 
d'une carte arbitraire de la variété associée au premier éventail dans 
une des cartes de la variété associée au second éventail. 


Lemme 4. Les applications locales décrites sont compatibles et 
induisent une application analytique bien définie de la première variété 
dans la seconde. 

Le lemme 4 est une conséquence directe du lemme 1. 


Remarque. I] existe sur chaque variété une orbite unique de di- 
mension nr d'action d'un tore. L'application ci-dessus établit l'iso- 
morphisme de ces orbites. 


Théorème 1 (voir [178]). Soient deux éventails simples, le premier 
plus fin que le second. Considérons des variétés associées aux éventails 
ei l'application de la première variété dans la seconde construite de la 
façon indiquée plus haut. Nous disons que si la réunion des cônes du 
premier éventail contient la réunion des cônes du second, l'application 
en question est propre. La réciproque est aussi vraie. 
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Corollaire. Dans les conditions du théorème la première variété 
est appliquée sur la seconde. 

En effet. l'application est propre et inversible sur un ensemble 
partout dense. 

Le théorème direct résulte du lemme 5. La réciproque se démontre 
d'une facon analogue. 


Lemme 5. Soit donnée, dans une carte de la seconde variété, une 
courbe de la forme x; (t) = t"i(d; —0(t))}. m >0.j—=1,....n, 
où les d;, .... d, sont non nuls. IT existe alors une carte de la première 
variété dans laquelle l'image réciproque de la courbe a une limite finie 
pour t —+ 0. 

Démonstration. Analogue à celle du lemme 2. Il s'agit 
de choisir une carte de la première variété et, dans cette carte. une 
courbe de la forme z;(t) = thi(c; + O(t)). j —1....,n, avec 
les c,. . . .. c, non nuls. telle que son image se confonde avec notre 
courbe. Bornons-nous à décrire une carte convenable. Considérons 
la base formée par le squelette du cône répondant à la carte de la 
seconde variété. Considérons une combinaison linéaire de cette base 
à coefficients non négatifs m1, . . .. m,. Nous obtiendrons un vecteur 
appartenant au cône. Par définition, il existe un cône de dimension nr 
du premier éventail qui contient ce vecteur. À un cône de dimension n 
du premier éventail correspond une carte de la première variété. 
Dans cette carte l’image réciproque de notre courbe a une limite 
finie. Nous en laissons la vérification au lecteur. 


F. Un exemple important. Considérons deux éventails simples. 
Supposons que le second éventail se compose d'un cône de dimen- 
sion n et de ses faces. Supposons que la réunion 
(1,1) des cônes du premier éventail se confond avec 
le cône de dimension #7 qui engendre le second 
éventail. Conformément à la construction 
décrite sous C, à chaque éventail est associée 
une variété. Celle associée au second éventail 
se compose d une carte unique et est isomorphe 
à R'. Conformément à la construction décrite 
Fig. 68 sous E. il existe une application analytique 
propre de la variété associée au premier éven- 
tail sur la variété associée au second. i.e. sur R". Cette application 
est inversible en dehors de la réunion des hyperplans de coordonnées. 
Nous utiliserons cet exemple dans le n° 8.2 pour construire la 
désingularisation. 


4(0.1) 


| 


ul 


Problème. Soit nr = 2; prenons comme premier éventail, celui 
de la figure 68. On demande de montrer que l'application sur R° 
de la variété associée au premier éventail se confond avec un éclate- 
ment à l'origine. 
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G. Cas complexe. Les constructions de la variété et de l'appli- 
cation décrites ci-dessus se laissent généraliser naturellement au cas 
analytique complexe. Au lieu des cartes isomorphes à R" on prendra 
des cartes isomorphes à C". et l’on définira les applications par les 
mèmes formules que précédemment. On obtiendra des variétés ana- 
lytiques complexes et des applications analytiques complexes de 
ces dernières. Les variétés complexes ainsi construites ont des parties 
réelles naturelles. Ce sont des variétés réelles qui se confondent avec 
les variétés construites dans ce n°. Les parties réelles se conservent 
par les applications analytiques complexes. Les restrictions des 
applications analytiques complexes aux parties réelles se confondent 
avec les applications construites dans ce n°. 


8.2. Désingularisation. 


A. Eventail associé au polyèdre de Newton. Considérons un 
polyèdre de Newton, i.e. un polyèdre convexe dans R'" ayant ses 
sommets dans des points à coordonnées entières non négatives et con- 
tenant. pour chacun de ses points, le transporté parallèle de l’octant 
positif dans ce point (voir n° 6.2. A). Le polyèdre sera noté T. 

On appelle fonction d'appui du polrèdre de Newton F une fonc- 
tion sur l’octant positif de l’espace dual de R". Sa valeur sur un 
covecteur a de l’octant positif est posée égale à min (a. k). La fonc- 

kET 


tion d'appui se note fr. 

On appelle trace sur F d'un covecteur a de l'octant positif la 
face du polyèdre soumise à la condition {Æ ET | {a, k) = lr(a)}. 
La trace commune de deux covecteurs de l’octant positif est l’inter- 
section de leurs traces. 

On dit que deux covecteurs de l'octant positif sont équivaients 
par rapport au polyèdre de Newton si leurs traces se confondent. 


Lemme 6. L'adhérence de toute classe d'équivalence est un cône 
rationnel dans l'espace dual de R". Mieux, l'ensemble de tous les cônes 
de ce type forme un éventail. 

La démonstration résulte facilement de la définition 
de la fonction d'appui; pour plus de détails, voir [154]. 

L'éventail formé par les adhérences des classes d'équivalence 
s'appelle éventail associé au polyèdre de Newton. La réunion des cônes 


constitutifs de l'éventail se confond avec l'octant positif de l’espace 
dual de R'. 


Exemple. On voit sur la figure 69. a un polyèdre de Newton dans 
R°. L'éventail associé est montré sur la figure 69, b. 


B. Eventail simple subordonné. On dit qu’un éventail simple 
dans l’espace dual de R" est subordonné au polyèdre de Newton s'il 
est plus fin que l'éventail associé à ce polyèdre et si la réunion des 
cônes constituant cet éventail simple se confond avec l’octant positif. 
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Lemme 7 (voir [178]). Il existe un éventail simple subordonné 
au polyèdre de Newton. 

On trouve dans [178], pages 32 à 35, un algorithme de construction 
d'un éventail simple plus fin que l'éventail donné et ayant la mème 
réunion des cônes constitutifs. Nous décrirons cet algorithme en gran- 
des lignes sans entrer dans le détail. 

L'algorithme se déroule en deux étapes. A la première. on fait 
une partition arbitraire des cônes de l'éventail donné en cônes sim- 
pliciaux. A la seconde. on s’arrange pour que tous les cônes de di- 
mension x de la partition soient de multiplicité 1. À cet effet, 
on agit par récurrence descendante sur le nombre des cônes de 
multiplicité maximale, puis sur le nombre égal au maximum des 
multiplicités des cônes de la partition. À chaque pas successif de la 
seconde étape, on partitionne un cône simplicial de multiplicité 
supérieure à { en cônes simpliciaux de multiplicité plus petite. On le 
fait par l'addition d'un cône de dimension 1 engendré par un vecteur 
entier judicieusement choisi. Ce doit être un vecteur entier qui repré- 
sente une combinaison linéaire de vecteurs du squelette dont les 
coefficients soient non négatifs, inférieurs à 1 et non tous nuls. 


Exemple. Sur la figure 69. b est montré l'éventail associé au polyè- 
dre de la figure 69. a. Tous les cônes constitutifs de cet éventail 
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sont simpliciaux. Les multiplicites des cônes 0, 64, 6; sont respective- 
ment 3, 5 et 3. Un exemple d'éventail simple subordonné à ce polye- 
dre est donné sur la figure 70. 


C. Théorème de résolution de singularités. Considérons un éventail 
simple subordonné à un polyèdre de Newton. À cet éventail simple 
est associée une variété; on l'appelle variété subordonnée au polyedre 
de Newton. La réunion des cônes constitutifs de l'éventail simple se 
confond avec l’octant positif, qui est en particulier un cône sim- 
plicial de multiplicité 1. Conformément à la construction décrite 
en 8.1. E. il existe une projection sur R” de la variété subordonnée 
au polyèdre (voir 8.1. F). Cette projection est dite associée à la variété 
subordonnée au polyèdre de Newton. La projection est une appli- 
cation analytique propre. 
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Théorème 2 (de résolution de singularités: voir [42, 350, 154, 
355l). Soit une série entière convergente de n variables sans terme cons- 
tant, à coefficients réels et à partie principale non R-dégénérée. La 
série définit une fonction analytique au voisinage de l'origine de KR”. 
Considérons une variété subordonnée au polyèdre de Newton de la série: 
et sa projection sur R" associée à la variété. On affirme que la variété 
et sa projection ont la propriété de résoudre les singularités de la jonction 
définie par la série à l'origine des coordonnées. 

La démonstration du théorème fait intervenir deux 
lemmes auxiliaires qui vont étre formules. 


D. Lemmes auxiliaires. Considérons deux cônes simplicianx de 
dimension nr de multiplicité { dans l’espace dual de R”. Supposons 
que le premier cône soit confondu avec l'octant positif. Supposons 
que les squelettes des cônes soient ordonnés et que de plus celui du 
second cône le soit de la façon canonique: (1, 0, . .., 0), ... 
... (0, ..., 0, 1). Désignons par ai = (ai. ..., aj) le j-ième 
covecteur du squelette du premier cône. Les squelettes des cônes 
définissent un couple ordonné de bases sur le réseau d’entiers de di- 
mension nr. À ce couple de bases est associée une application mono- 


miale (voir n° 8.1, B). Notons-la h. Les éléments de la matrice (aÿj} 
de cette application monomiale sont non négatifs, puisque le premier 
cône se plonge dans le second. Considérons une série f de puissances 
des variables zx,, ..., x,. L'application monomiale de matrice non 
négative induit une transformation de cette série en la série de puis- 
sances fo À. 


Lemme 8. 1. La plus grande puissance de la variable r; divisant 
la série après transformation monomiale est égale à la valeur que prend 
la jonction d'appui du polyèdre de Newton de la série initiale sur le 
j-ième covecteur du squelette du premier cône. 

2. Le jacobien de l'application monomiale est égal, au signe près, 
à un monôme où l'exposant de x; est égal à la somme, diminuée de 1, 
des coordonnées du j-ième covecteur du squelette du premier cône. 

3. Le diagramme de Newton de la série soumise à la transformation. 
monomiale se réduit à un point si et seulement si tous les covecteurs 
strictement intérieurs au premier cône sont équivalents par rapport au 
polyèdre de Newton de la série avant transformation. 

&. L'image de l'hyperplan de coordonnée x; = 0 est contenue dans 
l'hyperplan de coordonnées défini par les égalités x; = 0, i€ 1, où 
I est l’ensemble d'indices de toutes les coordonnées non nulles du j-ième 
corvecteur du squelette du premier cône. 

La démonstration est évidente. 

Soit j une série entière convergente à coefficients réels. Elle 
définit une fonction que nous noterons f comme la série. Considérons. 
la transformée monomiale fc de f. À chaque hyperplan de coor- 
données sont liés deux nombres: la multiplicité du zéro # sur l'hyper-- 


‘202 INTÉGRALES OSCILLANTES [CH. IT 


plan de fc. et la multiplicité du zéro m sur l'hyperplan du jacobien 
de l'application monomiale. Le nombre égal à —(m — 1)/À est le 
poids de l'hyperplan ivoir $ 5). 

Les poids interviennent de façon essentielle dans le théorème 5 
du $ 7. Explicitons la notion de signification géométrique du poids 
d'un hyperplan de coordonnées. Soit, pour fixer les idées, un hyper- 
‘plan d'équation x, = 0. Désignons le polyèdre de Newton de la série 
avant transformation par l. Considérons 
l'hyperplan défini dans R' par l'équation 
(al, x) = ral). où a! est le 1-ième 
covecteur du squelette du premier cône 
et {r la fonction d'appui de F. L'inter- 
section de cet hyperplan avec le polyèdre 
est la trace du covecteur a!. L'hyperplan 
rencontre la bissectrice de l’octant positif 
exactement en un point (ft. ..., t). 
D'après le lemme 8 le poids de l'hyper- 
plan de coordonnées 4, = O0 est égal 
à—(ai +... — ai)/lr (at) = — 1/t 
{cf. fig. 71). Cette remarque explique l'apparition d'un nombre 
ie à l'éloignement du polyèdre de Newton dans le théorème 

du $ 6. 

Formulons le second lemme auxiliaire. 


: 1 
aixi+a2x 2=lp{a) 


Fig. 71 


Lemme 9. Dans les conditions du lemme 8, supposons que l'appli- 
cation h envoie l'hyperplan r, — 0 à l'origine des coordonnses. Suppo- 
sons que la série de puissances f (sans terme constant) soil convergente 
et que sa partie principale soit non R-dégénérée. Supposons enfin que 
tous les corecteurs strictement intérieurs au premier cône soient équira- 
lents par rapport au polyèdre de Newton de f. Il existe alors en tout point 
de l'hyperplan x; = O des coordonnées locales en lesquelles la fonction 
fo h et le jacobien de l'application k sont égaur à des monômes, à la 
multiplication par des fonctions non nulles pres. 

Démonstration. Ilsuffit de montrer l'existence des coor- 
dounées locales cherchées pour un point où les s premières coordon- 
nées euclidiennes sont nulles et les autres non nulles. Par définition, 
la série f « À se laisse mettre sous la forme 


ra! Er(a? 
2 j é “6, x T ’(Cte-LO (x. .._.. Tn)), 


où Cte Æ 0 (voir les pp. 1 et 3 du lemme 8). Récrivons la série f .h 
sous la forme 


lr(at) tr(a*) 
ze “ne Ps (fo (Zs+1s EE Zn) +O (x, re Zs)): 


Il suffit de montrer que l'hyperplan f, = 0 est non singulier dans 
{R\ 0)". Puisque toutes les coordonnées du covecteur a! sont positives 
(p. 4 du lemme 8), f, est un polynôme. Désignons par y la trace com- 
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mune des covecteurs a!, . ... a: c'est une face compacte non vide du 
polyèdre de Newton. Désignons par f. la y-partie de la série f. Il 
est évident que 


foeh = rte. xl fl. 
€ 1 s 


Puisque la partie principale de f est non R-dégénérée, les dérivées 
partielles premières de sa y-partie sont sans zéros communs dans 
(RNO)". L'application À induit un difféomorphisme (RNK0)"— 
— (R\ O0)", aussi les polynômes f,. 0fo'0rs +1. . - .. 0fo/0th sont-ils 
sans Zéros communs dans (RNXO)", ce qu il fallait démontrer. 


E. Démonstration du théorème 2. Voyons si toutes les trois 
conditions de la définition d'une désingularisation citée à la page 162 
sont vérifiées. Considérons une variété subordonnée au polyèdre de 
Newton de la série f et sa projection sur R" qui lui est associée. 
D'après le théorème 1. la projection est une application analytique 
propre, d'où la condition 3 de la définition. La projection est inver- 
sible en dehors de la réunion des hyperplans de coordonnées dans R"': 
on a la condition 2. Enfin. la condition 1 est une conséquence immé- 
diate du lemme 9. Le théorème est démontre. 


Remarque 1. L'application de désingularisation du théorème 2 
est définie par un éventail simple subordonné au polyèdre de Newton. 
Par un choix approprié de l'éventail, on arrive à obtenir une désin- 
gularisation présentant telle ou telle propriété supplémentaire. Plus 
exactement, on peut choisir un éventail simple subordonné au polye- 
dre de Newton de telle façon que l'application de désingularisation 
du théorème 2 soit inversible en dehors de l'hypersurface de niveau 
nul de la fonction définie par la série de puissances (voir (3591). 
Or, l'inversibilité de l'application en dehors de l'hypersurface 
de niveau nul vérifie la condition 2 de la définition de la page 162. 


Lemme 10. L'application de désingularisation du théorème 2 
vérifie la condition 2° de la page 162 si l'éventail simple définissant la 
désingularisation possède la propriété supplémentaire suivante: cet 
éventail a pour cône tout cône de l'éventail associé au polyèdre de Newton 
si ce cône est simplicial et si son squelette peut être complété de façon 
à former une base sur le réseau d'entiers. 


Exemple. On voit sur les figures 69 et 70 un polyèdre de Newton, 
l'éventail associé au polyèdre et un éventail simple subordonné au 
polyèdre. L'éventail simple a la propriété demandée dans le lem- 
me 10. 


Le lemme se démontre sans peine à l’aide des pp. 1 et 4 du lem- 
me 8; voir aussi [359]. 
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Lemme 11. 77 existe un éventail simple subordonné au polyèdre de 
Newton et ayant la propriété du lemme 10. 

On arrive à construire un tel éventail simple en appliquant 
l'algorithme décrit sous 8.2. B. 


Remarque 2. Formulons un théorème analogue au théorème 2 


pour le cas complexe. 


Théorème 2’ (voir (42. 154. 359]). Considérons une série convergente 
de puissances de n variables sans terme constant, à coefficients complexes 
et à partie principale non C-dégénérée. Cette série définit une fonction 
analytique au voisinage de l’origine dans C". Considérons une varïéte 
analytique complexe subordonnée au polyèdre de Vewton de la série, 
et sa projection sur C" qui lui est associée (voir n° 8.1,G). Nous disons 
que la variété et sa projection ont la propriété de résoudre, à l’origine, 
les singularités de la fonction définie par la série (i.e. la fonction, la 
variété et son application vérifient les conditions 1 à 3 de la définition 
à la page 162). 

La démonstration est la même que pour le théorème 2. 

Tout comme pour le théorème 2, on peut renforcer l’assertion du 
théorème 2”, à savoir: il existe une variété subordonnée au polyèdre 
de Newton de la série, telle que la désingularisation du théorème 2” 
vérifie la condition 2 de la page 162 (voir [3591]). 


8.3. Applications aux intégrales oscillantes. 
A. Théorème 3 (voir [350]). Considérons l'intégrale oscillante 


eit{x\@(zr) dr, ... dx,. 
R? 


Supposons que la phase soit une fonction analytique au voisinage de 
l'origine. Supposons que sa série de Taylor à l'origine ait la partie 
principale non R-dégénérée. Considérons le polyèdre de Newton de la 
série de Taylor. Considérons un éventail simple subordonné au polyèdre 
de Veuton. Tous ces objets vérilient les assertions 1 à 5 ci-après: 

1. L'ensemble des exposants de la phase à l'origine appartient à la 
réunion des progressions arithmétiques suivantes qui dépendent unique- 
ment de l'éventail et ne dépendent pas des coefficients de Taylor. Une 
progression est celle des nombres entiers négatifs. Les autres sont para- 
métrées par des cônes de dimension un de l'éventail sur lesquels la fonction 
d'appui du polyèdre de Neu'ton est non nulle. À un cône de ce type cor- 
respond une progression arithmétique 


—(ai+,..—+La")lp(a), — (+at+...—-a");lr(a), ..…. 


dans laquelle a = (a1, .. .. a") est le covecteur primitif engendrant 
le cône et Ir la fonction d'appui du polyèdre de Vewton. 
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2. L'indice d'oscillation de la phase à l'origine est non supérieur 
à l'éloignement du polyèdre de Newton. 

3. L'indice d'oscillation de la phase à l’origine est égal à l'éloigne- 
ment du polyèdre de Newton si l'une quelconque au moins des trois con- 
ditions suivantes est vérifiée : 

a) le polyèdre de Newton est éloigné: 

b) la phase admet à l'origine un marimum ou un minimum ; 

c) si y est l'adhérence de la face ouverte du polyédre de Vewton 
à laguelle appartient le centre de bord du polyèdre de Vewton (voir 
n° 6.2, C), il faut que la Y-partie de la série de Taylor de la phase à 
l'origine soit sans zéros dans (R\0)" et que l'éloignement du polyèdre 
de Newton ne soit pas un entier impair (en particulier, la %-partie est 
sans zéros si y est un sommet du polyèdre). 

4. Si l'une quelconque au moins des conditions a) à c) du p. 3 
du théorème est vérifiée, la multiplicité de l'indice d'oscillation de la 
phase est égale à celle de l'éloignement du polyèdre de Newton (en parti- 
culier. elle est égale à n — 1 si la bissectrice de l'octant positif rencontre 
un sommet du polyèdre de Newton, à n — 2 si elle rencontre une arète, 
et ainsi de suite). Si l'amplitude a son support contenu dans un voi- 
sinage suffisamment restreint de l'origine, est de signe constant et 
distincte de zéro à l'origine, alors le coefficient numérique du terme domi- 
nant de la série asymptotique de l'intégrale oscillante (i.e. le coefficient 
ax.a de la série (2) de la page 150) est non nul. 

9. Supposons que l'une quelconque au moins des conditions a) à 
c) du p. 3 du théorème soit vérifiée. Supposons que la phase admette un 
point critique de multiplicité finie à l’origine et que le support de l’'am- 
plitude soit contenu dans un voisinage restreint de l'origine. Alors 
le coefficient numérique du terme dominant de la série asymptotique de 
l'intégrale oscillante (i.e. le coefficient ax.8 de la série (2) de la page 150) 
est égal à la valeur de l'amplitude à l'origine, multipliée par une cons- 
tante non nulle qui ne dépend que de la phase. 

6. Supposons que l'éloignement du polyèdre de Newton soit égal 
à —1. Alors l'indice d'oscillation de la phase à l'origine est égal 
à —1 si l'une quelconque au moins des deux conditions ci-après est 
vérifiée : 

a) la face ouverte contenant le centre de bord du poluèdre de Newton 
est de dimension plus petite que n — Î; 

b) l'adhérence » de la face ouverte contenant le centre de bord du 
polyuèdre de Newton est compacte et la y-partie de la série de Taylor 
a des =éros sur (RO). 

Mieux. la multiplicité de l'indice d'oscillation de la phase à l'ori- 
gine est alors égale ou de 1 inférieure à celle de l'éloignement. Si les 
conditions a) et b) ont lieu simultanément, la multiplicité de l'indice 
d'oscillation est égale à celle de l'éloignement. 

Remarques. 1. Le théorème 4 du $ 6 et ses compléments a), b), 
f), g) sont consécutifs au théorème 3 que nous venons d'’énoncer. 
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2. Dans le p. 1 du théorème est proposée une méthode de cons- 
truction des progressions arithmétiques. Signalons une autre mé- 
thode. qui fait intervenir uniquement le polyèdre de Newton et 
n'utilise pas l'éventail simple subordonné au polvèdre. Elle est 
applicable si la phase admet un point critique de multiplicité finie 
à l’origine et la série de Taylor de la phase a la partie principale non 
C-dégénérée. La méthode est basée sur un théorème dû à Malgrange. 
A tout point critique de multiplicité finie de la fonction est associé 
un opérateur linéaire de monodromie en homologie évanescente dans 
le point (voir chapitre 1). A chaque racine À du polynôme caracteé- 
ristique de l'opérateur de monodromie, associons la progression 
arithmétique de tous les &« tels que exp (2rix) — À. Le théorème 
de Malgrange (voir $ 11) stipule que l'ensemble des indices du point 
critique est contenu dans la réunion des progressions ainsi cons- 
truites. Le théorème 13 du $ 3 fournit une formule qui exprime le 
polynôme caractéristique de l'opérateur de monodromie à l’aide du 
polvèdre de Newton de la série de Taylor du point critique. 

Démonstration du théorème. Posons f (4) = 0. 
A l'éventail simple du théorème est associée une variété subordonnée 
au polvèdre de Newton de la série de Taylor. Cette variété et la 
projection associée désingularisent la phase à l'origine (théorème 2). 
Appliquons le théorème 5 du $ 7. Pour démontrer le p. 1. on dait 
indiquer la collection des multiplicités de la désingularisation. i.e. 
indiquer les multiplicités des composantes irréductibles de l'hyper- 
surface de niveau nul de la phase relevée sur la variété désingulari- 
sante. Dans une carte locale de la variété, la phase relevée est égale 
au produit d'un monôme et d'une fonction à hypersurface non singu- 
lière de niveau nul (lemme 9%): en outre. le jacobien de l'application 
désingularisante est égal à ce monôme (lemme 8). Aussi, dans une 
carte locale. les composantes irréductibles à multiplicités non égales 
à (1. () (voir n° 7.9) sont-elles représentées par des hyperplans de 
coordonnées sur lesquels la multiplicité du zéro de la phase relevée 
est supérieure à 1. Le lemme 8 exprime sur l'hyperplan les multi- 
plicités des zéros de la phase relevée et du jacobien de l'application 
désingularisante à l'aide du covecteur primitif correspondant au 
cône de dimension un de l'éventail simple. Le p. 1 du théorème dé- 
coule à présent du théorème 5 du $ 7 et du lemme 8. 

Explicitons la signification géométrique du premier terme de la 
progression arithmétique répondant au covecteur primitif du cône 
de dimension un (voir la remarque au lemme 8): ce terme est l'opposé 
de l'inverse du paramètre de l'intersection de la bissectrice de l'oc- 
tant positif avec l'hyperplan défini par le covecteur et s'appuyant 
sur le polvédre. On peut donc être sür de trouver. parmi les premiers 
termes des progressions arithmétiques du p. 1 du théorème. un nom- 
bre égal à l'éloignement du polvèdre. Plus exactement. l’éloigne- 
ment est le premier terme de la progression arithmétique pour tout 
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covecteur dont la trace contient Île centre de bord du polvèdre. 

Démontrons le p. 2. Si l’éloignement du polvèdre de Newton est. 
égal à —1, le p. 2 résulte du p. 1 du théorème 5 du $ 7. Si l'éloigne- 
ment est plus petit que —1, aucune des variables ne divise la série 
de Taylor de la phase ; conformément aux lemmes 8 ct 9. cela signifie 
que les conditions du p. 5 du théorème 5 du $ 7 ont lieu. Le p. 2 du 
théorème en découle. Le cas où l'éloignement du polvèdre de Newton 
est supérieur à —1 se traite dans le cadre de la démonstration du p. 4. 

La condition a) du p. 3 du théorème résulte du p. 3 du théorème 5 
du $ 7, car le poids de la désingularisation est alors supérieur à —1 
et égal à l'éloignement du polyèdre de Newton. La condition b) ré- 
sulte du p. 4 du théorème 5 du $ 7. 

Les conditions a) et b) du p. 4 pourront étre déduites des pp. 3 
et 4 du théorème 5 du $ 7 si l’on montre que le poids de la désingu- 
larisation est de même multiplicité que l'éloignement du polyèdre 
de Newton. Pour la démonstration, notons un fait évident. Considé- 
rons tous les cônes d'un éventail simple subordonné au polyèdre de 
Newton qui ont la propriété suivante: les traces de tous les covec- 
teurs constitutifs du cône contiennent le centre de bord du polvèdre: 
de Newton. Alors le maximum des dimensions des cônes indiquées 
est de 1 supérieur à la multiplicité de l'éloignement du polvèdre de 
Newton. La proposition demandée résulte maintenant du lemme 8. 

Les conditions a) et b) du p. 5 résultent respectivement des con- 
ditions d) du p. 3 et d) du p. 4 du théorème 5 du $ 7. les conditions 
c) des pp. 3. 4 et 5, de son p. 6. et le p. 6. de son p. 7. Le théorème 
est démontré. 


Conformément au théorème 3, l'ordre d'une intégrale oscillante 
est égal à l'éloignement du polvèdre de Newton de la phase si l'am- 
plitude est de signe constant et si elle ne s’annule pas au point cri- 
tique de la phase. Voyons quel est l'ordre de l'intégrale au cas où 
l'amplitude s’annule. 

Soient deux polvèdres de Newton. On appelle coefficient de plonge- 
ment du premier polyèdre dans le second la borne inférieure d’un en- 
semble de nombres positifs qui sont tous des rapports d’homothé- 
ties, centrées à l’origine, sous l’action desquelles le premier polvèdre 
passe à l’intérieur du second. 

Associons à l’amplitude de l'intégrale oscillante le polyèdre de 
Newton de sa série de Taylor multipliée par le produit de toutes les 
variables. Nous nous trouvons donc en présence de deux polrèdres : 
celui que nous venons de décrire et le polyèdre de Newton de la 
série de Taylor de la phase. On appelle éloignement des polyèdres de la 
phase et de l'amplitude l'opposé de l'inverse du coefficient de plonge- 
ment du premier polyèdre dans le second. 


Problème. Montrer que l'éloignement des polyèdres de Newton 
de la phase et de l’amplitude est égal à l'éloignement du polyèdre: 
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de Newton de la phase si la série de Taylor de l'amplitude a un terme 
constant non nul. 


Exemple. Soient les séries de Taylor de la phase et de l’ampli- 
tude x + xirs — xi et r17, respectivement. Alors l'éloignement de 
Jeurs polyèdres est —7/9. 


Théorème 4. Supposons que la phase de l'intégrale oscillante soit 
une fonction analytique au voisinage de l'origine. Supposons que la 
série de Taylor de la phase à l'origine ait la partie principale non 
R-dégénérée. Alors: 

1. L'exposant de puissance du paramètre du terme dominant de la 
série asymptotique de l'intégrale oscillante est non supérieur à l'éloigne- 
nent des polyèdres de Vewton de la phase et de l'amplitude. 

2. L'exposant de puissance du paramètre du terme dominant de la 
série asymptotique de l'intégrale oscillante est égal à l'éloignement des 
polyèdres de Newton de la phase et de l'amplitude si cet éloignement est 
supérieur à —1 et si le polyèdre associé à l'amplitude est congru à 
l'octant positif. 

Ce théorème se démontre comme le théorème 3, quitte à invoquer 
directement le théorème 3 du $ 7 au lieu du théorème 5. Notons que 
le p. 2 du théorème est analogue à la condition a) du p. 3 du théo- 
rème 3. Des propositions analogues ont lieu pour les conditions b) 
et c) du p. 3, ainsi que pour les pp. 4 et 5. 

En conclusion, considérons le cas où la partie principale de la 
série de Taylor est dégénérée. 


Théorème 5 (voir [350]). Supposons que la phase soit une fonction 
analytique au voisinage de l'origine. Supposons que le polyèdre de 
Newton de la série de Taylor à l'origine de la phase soit éloigné. Alors 
l'indice d’oscillation de la phase à l'origine est non inférieur à l’éloigne- 
nent de ce polyëdre. 


Corollaire 1. Le poids de la désingularisation de la phase est supé- 
rieur à —1. 
Voir théorème 7.5. 


Corollaire 2. La phase vérifie le p. 3 du théorème 5 du $ 7. 


Corollaire 3. Supposons que la phase soit une fonction de deux 
d'oscillation de ce point critique est égal au poids de sa désingularisation. 

En effet. on trouve alors sans peine un système de coordonnées 
tel que l'éloignement du polyèdre de Newton de la série de Taylor 
de la phase soit plus grand que —1. 


Corollaire 4. L'éloignement d'un point critique est non supérieur 
à son indice d'oscillation si l'éloignement est plus grand que —1 (voir 
la définition en 6.2, D). 
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Remarquons qu'en accord avec le théorème 5 du $ 6, l’éloigne- 
ment est égal à l'indice d'oscillation pour tout point critique d'une 
phase de deux arguments. 

Démonstration du théorème. Considérons une 
variété X subordonnée au polyèdre de Newton, et la projection asso- 
ciée 7x: À —+ R’. À l’aide de cette projection, relevons la phase sur 
la variété et résolvons sur l’image réciproque de l’origine toutes les 
singularités de la phase relevée. En effet, d'après le théorème de 
Hironaka [153], il existe une nouvelle variété Y et une application 
associée @: Ÿ —+ X telles que l'application x oc @ a la propriété de 
résoudre les singularités de la phase à l’origine. La phase relevée 
sur À a une composante de l’hypersurface de niveau nul de poids 
égal à l'éloignement du polyèdre de Newton (voir la démonstration 
du théorème 3 du $ 8). L’image réciproque de cette composante sur Y 
est de même poids. Le théorème résulte maintenant du p. 3 du théo- 
rème 5 du $ 7. 


B. Généralisation du théorème 3 aux intégrales de Laplace. 


Théorème 6. Considérons une intégrale de Laplace 


| e-t{Gop (zx) dr, ... dr. 
R? 


Supposons que la phase soit une fonction analytique au voisinage de 
l’origine et admette un minimum local à l'origine. D'après le théorème 6 
du $ 7, l'intégrale de Laplace se développe pour t — -- en une série 
asymptotique 
n— 1 
e7T{(0) > > an, at (In 1). 
œ 


Supposons que la série de Taylor de la phase à l'origine ait la partie 
principale non R-dégénérée. Considérons le polyèdre de Newton de la 
série de Taylor de la phase. Considérons l'éventail simple subordonné 
à ce polyèdre de Newton. Alors le développement asymptotique de l'inté- 
grale de Laplace possède les mêmes propriétés que celui de l'intégrale 
oscillante de même phase, indiquées dans les pp. 1, 3, 4, 5 du théorème 3. 

La démonstration du théorème 6 découle de celle du théorème 3 
en remplaçant partout Îles renvois au théorème 5 du $ 7 par les ren- 
vois au théorème 6 du $ 7. 


Corollaire (cf. le corollaire du théorème 6 du $ 7). Soit pour tout t 
positif V(t) le volume de l'ensemble des points en lesquels la phase 
prend une valeur inférieure à t. D'après le théorème G du $ 7, la fonc- 
tion V se développe pour t —+ +0 en une série asymptotique 


ÿ 2 an, at (Int}. 


14—0626 
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Nous disons que l'ordre « du terme maximal de cette série est égal à 
l'opposé de l'éloignement du polyèdre de Newton de la série de Taylor 
de la phase au point minimum, à condition que la partie principale de 
la série de Taylor soit non R-dégénérée. 


Remarque. V. Vassiliev a montré dans [377] que l’exposant du 
terme dominant de la série asymptotique de l'intégrale de Laplace 
est égal à l’éloignement du polyèdre de Newton des phases lorsque 
la partie principale de la série de Taylor de la phase est non R-dégé- 
nérée et que le polyèdre de Newton rencontre chaque axe de coor- 
donnée. La démonstration de V. Vassiliev ne fait pas appel à la dé- 
singularisation. 


C. Aire d’une surface de niveau d’une fonction. Supposons que 
l'espace soit muni d'une métrique riemannienne. Celle-ci définit 
une métrique riemannienne sur les hypersurfaces de niveau de la 
fonction. La métrique riemannienne sur les hypersurfaces définit 
une forme de volume de dimension (7 — 1). Calculons le volume des 
variétés de niveau compactes de la fonction et considérons le com- 
portement asymptotique du volume quand le niveau tend vers un 
niveau critique. 


Théorème 7. Supposons que la fonction analytique f admette un 
point minimum isolé et que la valeur minimale de f soit O0. Supposons 
que l'espace soit muni d'une métrique riemannienne analytique. Dé- 
signons par V(t) pour des t petits positifs le volume de dimension 
(n — 1) de la variété de niveau t. Alors la fonction V se développe pour 
t—> +0 en une série asymptotique 


n— 1 
Z © an at= (int) 
a Rk=0 

dans laquelle le paramètre « parcourt un ensemble fini de progressions 
arithmétiques de nombres rationnels positifs. Si en outre la série de 
Taylor de f a la partie principale non R-dégénérée au point minimum 
et la partie principale de la série de Taylor de la fonction (df, df) est 
non R-dégénérée au point minimum de f, alors l'ordre à du terme mazi- 
mal de la série asymptotique ne dépend que des polyèdres de Newton 
des séries de Taylor précédentes et se calcule d'après la règle ci-après. 


Règle. Considérons le polyèdre de Newton de la série de Taylor 
de la fonction (df, df) au point minimum de f. Considérons l'image 
de ce polyèdre par une homothétie de rapport 1/2 centrée à l'origine. 
Déplaçons le nouveau polyèdre d’une longueur égale au vecteur 
(1, ..., 1). Considérons un deuxième polyèdre, qui est le polyèdre 
de Newton de la série de Taylor de f en son point minimum. Soit kX 
le coefficient de plongement du premier polyèdre dans le second. 
Alors l’ordre & du terme maximal de la série asymptotique est égal 
à 1/k — 1. 
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La démonstration du théorème utilise le fait que —1/x 
est l'exposant du terme maximal de la série asymptotique de l’inté- 
grale de Laplace 


['e-vo Var, do(r)dn … des 
Rr? 


pour T—> +o si l’amplitude w est identiquement égale à { dans un 
voisinage restreint du point minimum et le support de l'amplitude 
est contenu dans ce voisinage. 


D. Intégrales oscillantes étendues à un demi-espace. Considérons 
une intégrale oscillante suivant un demi-espace 


eit{)op (x) dx, ... dx,, 
x12>0 


où la phase et l’amplitude sont des fonctions différentiables dans 
l’espace tout entier. Supposons que la phase soit une fonction ana- 
lytique au voisinage de l'origine. Si le support de l'amplitude est 
contenu dans un voisinage suffisamment restreint de l’origine et la 
restriction de la phase au bord du demi-espace est sans point critique 
à l’origine, l'intégrale décroît pour t —+ + plus vite que n'importe 
quelle puissance du paramètre (théorème 1 du $ 6). Supposons au 
contraire que la restriction de la phase au bord admet un point cri- 
tique à l’origine. 

Théorème 8. L'intégrale oscillante suivant le demi-espace se dé- 
veloppe pour T —+ oo en une série asymptotique 


ni 
eo À aa (p)t@ (Int) 
&œ hi 


si le support de l'amplitude est contenu dans un voisinage suffisamment 
restreint de l'origine. Ici le paramètre « parcourt un ensemble fini de 
progressions arithmétiques qui ne dépendent que de la phase et sont cons- 
tituées de nombres rationnels négatifs. Les coefficients numériques 
ax, Sont des distributions de l'amplitude. Le support de chaque dis- 
tribution appartient à la réunion des ensembles critiques de la phase 
et de sa restriction au bord. 

Démonstration. Analogue à celle du théorème 5 du $ 7. 
Elle consiste à considérer une désingularisation, à l'origine, de la 
fonction z;f (qui est celle en même temps de la fonction f) et à re- 
prendre le raisonnement développé dans la démonstration du théo- 
rème 5 du $ 7. Nous démontrerons ainsi, pour une intégrale oscillante 
suivant un demi-espace, les propositions des pp. 1 à 5 du théorème 5 
du $ 7 (à ceci près que le p. 5 est vrai si la phase ne se divise pas 
par z:). 


16* 
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Si l'origine est un point critique de la restriction de la phase au 
bord mais n'est pas un point critique de la phase elle-même, l'étude 
du comportement asymptotique de l'intégrale étendue à un demi- 
espace se réduit à l'étude de l'intégrale oscillante suivant le bord. 
En effet, par un difféomorphisme qui laisse le bord inchangé, on 
peut mettre la phase sous la forme :, -+ h (r., . . ., x,), après quoi 
on peut faire l'intégration par parties suivant la variable zx.. 

Supposons que la phase admette un point critique à l’origine. 
Supposons que la partie principale de la série de Taylor de la phase 
à l'origine soit non R-dégénérée. 


Théorème 9. Sous les hypothèses consenties, le développement asymp- 
totique d'une intégrale oscillante étendue à un demi-espace vérifie les 
propositions des pp. 1 à » du théorème 3. 

La démonstration est la même que pour le théorème 3. 


Considérons un autre type d'’intégrales oscillantes étendues à un 
demi-espace, à savoir des intégrales de la forme 


Leivnp(z) 25? dx, ... dr, 
x15>0 


Ici comme précédemment la phase et l'amplitude q sont des fonc- 
tions différentiables dans l’espace tout entier. Le changement x, = :° 
permet de réduire l'étude de telles intégrales à celle des inté- 
grales suivant un demi-espace considérées plus haut. Formulons une 
des propositions obtenues de cette façon. 


Théorème 10. Supposons que la phase soit une fonction analytique 
au voisinage de l’origine. Supposons que sa série de Taylor à l'origine 
ait la partie principale non R-dégénérée. Alors l'indice d'oscillation 
de la phase à l'origine, pour les intégrales décrites, se définit par le 
poluyèdre de Newton de la série de Taylor de la phase et est égal à PObpe 
de l'inverse du paramètre du point d'intersection de la droite 2x, — 
= TL = Lg =... In =tte R, et du bord du polyèdre de New- 
ton si le paramètre est supérieur à fi. 


Toutes les propositions de ce n° concernant le comportement 
asymptotique des intégrales oscillantes étendues à un demi-espace 
sont vraies pour les intégrales de Laplace étendues à un demi-espace. 


8.4. Cas des deux variables. D'après le théorème 3, l'indice d'’os- 
cillation d'un point critique de la phase est égal à l’éloignement du 
polvèdre de Newton de sa série de Taylor dans un système de coor- 
données où la partie principale de la série de Taylor est non R-dégé- 
nérée et le polyèdre de Newton est éloigné. Ce théorème est appli- 
cable à tout point critique de la phase dépendant d’un argument 
unique. Si par contre la phase dépend de deux ou plusieurs argu- 
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ments, on n’arrive pas toujours à trouver des coordonnées conve- 
nables (voir n° 6.2, D). On peut cependant discuter à fond le cas des 
deux arguments de la phase et démontrer l'égalité de l'indice d'os- 
cillation à l'éloignement du polyèdre de Newton de la série de Taylor 
de la phase dans un système de coordonnées judicieusement choisi. 
De telles coordonnées sont dites adaptées à la phase; leur choix est 
décrit en 6.2, D. 


Théorème 11 (voir [350]). Considérons l'intégrale oscillante double 


| eit{G)op (x) dx, dr. 
R: 


Supposons que la phase soit une fonction analytique au voisinage de son 
point critique dégénéré. Alors: 

1) L'indice d'oscillation du point critique est égal à son éloignement ; 

2) il existe des coordonnées locales adaptées au point critique; 

3) l'indice d'oscillation du point critique est de multiplicité 1 s'il 
existe des coordonnées adaptées dans lesquelles le centre de bord du 
polyèdre de Newton de la série de Taylor du point critique est situé à 
l'intersection de deux arêtes du polyèdre. Sinon, l'indice d'oscillation 
est de multiplicité 0. 


Remarques. 1. Les pp. 1 et 2 restent vrais pour un point critique 
non dégénéré ; il n’en est pas de même pour le p. 3 (un exemple: 
Î = Tite). 

2. Les assertions concernant le comportement asymptotique 
énoncées dans le théorème restent vraies pour les intégrales de La- 
place dont la phase dépend de deux arguments. 

3. Le théorème 11 entraîne le théorème 5 du $ 6 et son complé- 
ment a). Le complément b) découle du corollaire 3 du théorème 5 
et du p. 3 du théorème 5 du $ 7. 

4. On trouve dans [350] un algorithme de recherche des coordon- 
nées adaptées, ainsi que les critères de l'adaptation. Selon un critère, 
les coordonnées sont considérées comme adaptées au point critique 
si le centre de bord du polyèdre de Newton de {a série de Taylor du 
point critique est situé à l'intersection de deux arêtes du polyèdre 
(cf. le p. 3 du théorème 11). 

5. L'indice d'oscillation d’un point critique dégénéré d'une 
phase dépendant de deux arguments est non inférieur à l’éloigne- 
ment de ce point critique, conformément’ au corollaire 4 du théo- 
rème 5. 


La démonstration du théorème 11, de même que celle du théo- 
rème 3, se fonde sur l’analyse de la désingularisation du point cri- 
tique de la phase. Dans le cas de deux arguments, deux circonstances 
viennent faciliter l’analyse. Premièrement, on dispose dans ce cas 
d'un algorithme de désingularisation bien simple qui se réduit à une 
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suite d'éclatements ponctuels. Deuxièmement, dans le cas bidi- 
mensionnel le poids de la désingularisation pour tout point critique 
dégénéré est supérieur à —1 (corollaire 3 du théorème 5). Conformé- 
ment à cette deuxième remarque, l'indice d’oscillation est égal au 
poids de la désingularisation (p. 3 du théorème 5 du $ 7). Il ne reste 
donc qu'à montrer que le poids de la désingularisation est égal à 
l'éloignement du polyèdre de Newton de la série de Taylor de la 
phase en coordonnées adaptées. 


Le théorème 11 est une conséquence immédiate du théorème 12 
ci-après. 


Théorème 12 (voir [350]). Considérons la désingularisation d'un 
point critique dégénéré d'une fonction analytique de deux arguments. 
Dans ces conditions: 

1) le poids de la désingularisation est égal à l'éloignement du point 
critique; 

2) il existe des coordonnées analytiques locales dans lesquelles l'éloi- 
gnement du polyèdre de Newton de la série de Taylor du point critique 
est égal au poids de la désingularisation ; 

3) la multiplicité, par rapport à la désingularisation, du nombre égal 
au poids (voir la définition dans le n° 7.3, A) est 2 s’il existe des coor- 
données adaptées dans lesquelles le centre de bord du polyèdre de Newton 
est situé à l'intersection de deux arêtes du polyèdre. Sinon, la multi- 
plicité est 1. 


$ 9. Indices de singularité. Exemples 


Dans ce paragraphe nous démontrerons l’additivité de l'indice 
d’oscillation et expliciterons les calculs des indices de singularité 
dans les tableaux du n° 6.1, I. Dans la seconde partie du paragraphe 
nous donnerons un exemple de déploiement du point critique qui 
illustre plusieurs résultats. Premièrement, l'indice d'oscillation 
n'est pas semi-continu supérieurement. Deuxièmement, il y a des 
points critiques qui sont équivalents complexes mais ont leurs in- 
dices de singularité différents. Troisièmement, il existe un point 
critique dont l'indice de singularité n’est pas égal à l'éloignement. 
Enfin, il existe un point critique pour lequel la partie principale 
de la série de Taylor est non R-dégénérée, mais l'éloignement du 
polyèdre de Newton est plus grand que l'indice d’oscillation. 


9.1. Indice de singularité. 


A. Additivité de l’indice d’oscillation et de sa multiplicité. 
Soient f: R°'—+Ret g: R'— R deux fonctions différentiables, et 
z, y leurs points critiques respectifs. Le point critique x x y de la 


fonction f + g: R'+< R'—+ KR est appelé somme directe des points 
critiques x, y. 
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Lemme 1. L'indice d’oscillation et la multiplicité de l'indice d’os- 
cillation sont additifs. 

Démonstration. Soient $ l'indice d'oscillation et Æ sa 
multiplicité. Il est évident que B (z x y) > B (x) + B (y) et que si 
B(z x y) = B (x) + B (y), on a K(z Xy)> K (x) + K (y). En 
effet, si l'amplitude d'une intégrale oscillante de phase f + g se 
décompose en produit de deux fonctions dont l'une est une fonc- 
tion sur R'" et l’autre une fonction sur R', l'intégrale elle-même se 
décompose en produit de deux intégrales oscillantes avec comme 
phases f, g respectivement. 

Démontrons les inégalités inverses. Considérons une intégrale 
oscillante de phase f + g. Supposons que le support de l'amplitude 
soit contenu dans un petit voisinage du point x x y. L'intégrale se 
développe alors en une série asymptotique 


n+l-1 
À > a, at (In +), 
& kRk=0 
où les coefficients numériques a, , sont des distributions de l’am- 
plitude. Une distribution a;,,, est identiquement nulle pour & > 
> B (x) + B (y), car dans l’espace des amplitudes, l’ensemble par- 
tout dense est formé par les combinaisons linéaires des amplitudes 
produits d’une fonction sur R" et d’une fonction sur R!. On a donc 
bien Br X y) = B (x) + B (y). L'égalité X (x x y) = K (x) + 
+ X (y) se démontre d’une facon analogue. 


Corollaire. Deux points critiques stablement équivalents ont même 
indice de singularité de même multiplicité. 


B. Calcul des indices de singularité dans les tableaux du n° 6.1, I. 
Les indices de singularité et leurs multiplicités pour les points cri- 
tiques figurant dans les tableaux se calculent à l’aide des théorèé- 
mes 3 et 11 du $ 8. Ceux-ci sont applicables aux points critiques clas- 
sifiés dans le chapitre II de la Première partie, puisque chacun de ces 
points critiques ou bien a la partie principale non R-dégénérée de 
la série de Taylor, ou bien, si c’est une fonction de deux variables. 
s'écrit en coordonnées adaptées. Il est facile de vérifier cette pro- 
position dans chaque cas particulier. Ceci fait, il ne reste qu'à cal- 
culer l'éloignement du polyèdre de Newton de la série de Taylor. 


9.2. Exemples. 
Exemple 1. Posons 
F(xy, Ze, Las Y) = (yri + ri +2 + rs) + xp + ap + xp, 


où y est un paramètre réel et p > 9. Désignons par B, l'indice d'os- 
cillation du point critique à l'origine de R* d’une fonction F (:, y). 
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Théorème 1 (voir [350]). La famille F des fonctions sur RS dépen- 
dant du paramètre y possède les propriétés suivantes : 

1) pour tout y une fonction F (+, y) a un point critique de multi- 
plicité finie à l'origine; 

2) Bo — —9/8; 

3) B, — —3/4 pour y > 0; 

4) B, > > —(1/2 + y(p)) pour y <0O (ici la fonction y (p)—+0 
pour p — +oo); 

5) l'éloignement du point critique à l’origine de F (+, y) est égal 
à —3/4 pour y #0; 

6) il existe dans RS un voisinage U de l'origine ex dans R un voi- 
sinage V de l'origine tels que l'indice d'oscillation d’une fonction 
F (-, y), yE V, en son point critique quelconque x € UXO soit non 
inférieur à —1. 


Corollaire 1. Pour le point critique à l'origine d'une fonction 
F (-, 0), l'indice d'oscillation uniforme est plus grand que l'indice 
d'oscillation individuel si p est suffisamment grand. 

De la démonstration du théorème 1 il ressort que ce corollaire 
est vrai déjà à partir de p = 9. 


Corollaire 2. Les points critiques à l’origine d'une fonction F (:-, y) 
et d'une fonction F (+, —y) pour p = 4l sont équivalents complexes 
(i.e. passent l’un à l'autre par un difféomorphisme holomorphe de l'espace 
C3) mais ont les indices d’oscillation différents. 


Corollaire 3. L'éloignement du point critique à l'origine d'une 
fonction F (:, y) pour y < 0 est plus petit que l'indice d'oscillation. 
Démons a ration. L'’assertion 1 se vérifie par calcul 
direct. Les pp. 2, 3 découlent du théorème 3 du $ 8, puisque la partie 
principale d’un polynôme F (:, y) pour les y indiqués est non R-dé- 
générée. L’assertion 5 résulte du fait que l' éloignement du point cri- 
tique à l'origine de la fonction + x° + x; + x; est égal à —3/2. 
Pour démontrer le p. 6, il suffit de remarquer ‘que, pour y petit, 
les points critiques x voisins de 0 ont leurs Fe z, et zs nul- 


ô?F 
ps On en déduit sans peine que LR —— (x, y) = 0,2 TE LE (x, y) Æ 0, 


_ PP (y, y) 0, i.e. que le rang de la différentielle seconde est non 


inférieur à 2. Conformément au lemme de Morse généralisé, au voi- 
sinage d’ un tel point critique la fonction se réduit à la forme @ (u:) + 
+ ui + ui. Pour une telle fonction le p. 6 découle du théorème 3 
du $ 8. 

La démonstration du p. 4 fait appel au théorème 5 du $ 7. On 
construit une désingularisation du point critique à l’origine et l’on 
montre que le poids de cette désingularisation est plus grand que 
—(1/2 + y (p)), où y (p)— 0 pour p —+ +oo. En construisant la 
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désingularisation, on fait d'abord un éclatement centré sur l'origine, 
puis on fait p/2 éclatements centrés sur la courbe intersection de 
l'image réciproque de l’origine et de l’image réciproque propre de la 
surface de niveau nul de la fonction F. La composante qui apparaît 
la dernière a un poids assez élevé, ce qui démontre le p. 4. Pour 
plus de détails, voir [350]. 


Exemple 2. Soient 
fa = 2 + ap + ap + ap + (ni — (ri + ai + rs + 25) Zss 
f-= 2 + ap +ap+at+(n—(—xi tai tata) 2. 


Théorème 2. Pour un p suffisamment élevé les polynômes f+, f- 
ont les propriétés suivantes: 

1) leurs parties principales sont non R-dégénérées ; 

2) leurs polyèdres de Newton se confondent ; 

3) l'indice d'oscillation à l'origine de f+ est —7/4; 

4) l'indice d'oscillation à l'origine de j - est non inférieur à —(1/2 + 
+ 1 + + (p)), où y (p)— 0 pour p—+ +oæ; 

5) l'éloignement du polyèdre de Newton de f+, f- est inférieur à —1. 


Corollaire 1. 7! existe une désingularisation du point critique 
à l’origine de f. dont le poids est plus grand que l'indice d'oscillation. 

En effet, c'est la désingularisation décrite dans le théorème 2 
du $ 8 (voir aussi le théorème 3 du $ 8). 


Corollaire 2. L'éloignement du polyèdre de Newton du point cri- 
tique à l'origine de f+ est plus grand que l'indice d’oscillation. 

Démonstration. Le p. 2 est évident. Les pp. 1 et 5 se 
démontrent par calcul direct. Démontrons le p. 3 (le p. 4 se démontre 
par analogie). Faisons le changement 


U= tsar Haiti tait; 
il vient 
fa = (ri + ira) + ap + ap ap + (ni —(ai+ ait a+ zs))v. 
Faisons le changement 

u=r—(i+ai+z+a), 
ensuite 

v=s+i, u—=s—t. 
Il vient 
fr = Fa, za Zas 1) + & — Lt”, 


où F est la fonction de l'exemple 1. Maintenant le p. 3 résulte du 
théorème 1 et du lemme 1. 


CHAPITRE III 


INTÉGRALES DES FORMES HOLOMORPHES 
SUIVANT LES CYCLES ÉVANESCENTS 


Le premier chapitre du livre est consacré à la topologie du point 
critique d'une fonction holomorphe. le troisième chapitre, à son 
analyse. L'objet principal d'étude est l’intégrale d'une forme holo- 
morphe, définie au voisinage du point critique, suivant un cycle 
contenu dans la variété de niveau de la fonction et évanescent au 
point critique. Nous étudions la variation de l’intégrale lors d’une 
déformation continue faisant passer le cycle d’une variété de niveau 
dans une autre. Nous montrons qu'en faisant tendre le cycle vers le 
point critique, le comportement présenté par une telle intégrale 
fournit une information sur divers objets liés au point criti- 
que. 
Au $ 10 sont décrites quelques propriétés élémentaires des inté- 
grales (leur dépendance holomorphe des paramètres, leurs développe- 
ments en série, leur lien avec le groupe de monodromie). Au $ 11 
sont comparés le développement asymptotique des intégrales suivant 
les cycles et celui des intégrales de la méthode du point selle (ou de la 
méthode du col) où la fonction holomorphe intervient comme phase 
{dont en particulier les intégrales oscillantes). Au $ 12 nous discutons 
les équations différentielles vérifiées par les fonctions définies par les 
intégrales d'une forme holomorphe suivant des cycles qui dépendent 
continüment des paramètres. Le $ 13 traite des propriétés des coeffi- 
cients des développements asymptotiques des intégrales des formes 
holomorphes suivant des cycles qui dépendent continüment des para- 
mètres. Nous y définissons également la structure de Hodge mixte 
d'un point critique de multiplicité finie d'une fonction holomorphe. 
Au $ 14 nous définissons la structure de Hodge mixte du point cri- 
tique et d'autres caractéristiques qui lui sont liées. Enfin, au $ 15 
nous utilisons les intégrales pour construire les applications de la 
base du déploiement versel du point critique en cohomologie éva- 
nescente dans le point. Ces applications transportent dans la base 
du déploiement versel les structures présentes en cohomologie. 
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$ 10. Propriétés élémentaires des intégrales 


Dans ce paragraphe nous montrons que l'intégrale dépend des 
paramètres d’une façon holomorphe, nous expliquons le lien qui 
existe entre la ramification de l'intégrale et le groupe de monodromie 
en homologie et nous démontrons que l'intégrale est bien développable 
en série au voisinage d'une valeur privilégiée du paramètre. 

Nous tenons à souligner l’importance des notions introduites 
aux n°% 10.3, A et 10.3, D, à savoir: la spécialisation du développe- 
ment du déploiement d’un germe de fonction holomorphe et la fibra- 
tion de Milnor du déploiement d'un germe de fonction holomorphe. 


10.1. Exemple. Considérons dans C*? les variétés de niveau d'un 
polynôme. Si la valeur du niveau est non critique, la variété corres- 
pondante est une surface riemannienne non singulière. On peut con- 
sidérer les courbes de niveau du polynôme f (x, y) = y° + x; 
elles sont toutes (à l'exception de la courbe de niveau nul) des sur- 
faces de genre 1 privées d’un point à l’infini. Soit sur C° une 1-forme 
différentielle polynomiale, par exemple w — y dx. Choisissons une 
courbe fermée sur une des variétés de niveau non singulières et con- 
sidérons l'intégrale de © suivant cette courbe. Proposons-nous de 
suivre la variation de l'intégrale quand la courbe passe par défor- 
mation continue d’une variété de niveau non singulière dans une 
autre. L'intégrale de notre exemple étant elliptique, nous allons 
étudier la variation de la période d'une intégrale elliptique en fonc- 
tion du paramètre. 

Nous montrerons que l'intégrale est une fonction holomorphe 
multiforme du paramètre en dehors d'un ensemble fini de valeurs 
exceptionnelles de celui-ci. Nous expliciterons le lien entre la rami- 
fication des valeurs de l'intégrale et la topologie de la fibration 
définie par le polynôme restreint au complémentaire de la réunion 
des surfaces de niveau exceptionnel. Nous montrerons qu’au voi- 
sinage d’une valeur arbitraire du paramètre l'intégrale se développe 
en série suivant les puissances fractionnaires du paramètre et sui- 
vant les puissances entières du logarithme du paramètre, les puis- 
sances en question étant définies par la structure jordanienne de 
l'opérateur de monodromie en homologie de dimension un de la 
variété de niveau correspondant au contournement de la valeur ex- 
ceptionnelle du paramètre. 


A. L'intégrale est une fonction holomorphe du paramètre. Com- 
mençons par une remarque importante: la restriction de toute forme 
à une variété de niveau est fermée. En effet, il n’existe sur une courbe 
complexe aucune 2-forme holomorphe non nulle. De cette remarque 
on tire deux conséquences. Premièrement, l’intégrale reste inchangée 
quand on remplace la courbe d'intégration par une courbe homologue 
(théorème de Stokes). Deuxièmement, l'intégrale de la forme suivant 
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une courbe réduite par déformation à une variété de niveau non sin- 
gulière voisine est bien définie. En effet, deux déformations conti- 
nues distinctes vers une variété de niveau voisine aboutissent à deux 
courbes homologues. Ainsi donc, l'intégrale d’une forme suivant 
une courbe transformée par déformation en des variétés de niveau 
voisines de la variété considérée définit une fonction reliant l’inté- 
grale à la valeur du polynôme sur la surface. 


Théorème 1. L'intégrale est une fonction analytique de la valeur 
du polynôme. 

Considérons la fonction au voisinage d'un point donné de la 
droite complexe et montrons qu'elle est holomorphe. Pour com- 
mencer, montrons qu'il s’agit d'une fonction différentiable. 

Le polynôme étant sans point critique au voisinage de la courbe 
d'intégration initiale, l’application f: C* — C! y est une fibration 
différentiable localement triviale. Choisissons sa trivialisation diffé- 
rentiable et portons par trivialisation la courbe initiale sur des 
variétés de niveau voisines du polynôme. Considérons l'intégrale d'u- 
ne forme suivant une des courbes de la famille ainsi construite. Elle 
est égale à l'intégrale, prise suivant la courbe d'intégration initiale, 
de la forme transposée par difféomorphisme de trivialisation sur la 
variété de niveau initiale. On a donc, sur la variété de niveau initiale, 
une courbe et une 1-forme différentielle qui dépend différentiable- 
ment d'un paramètre complexe. D’après un théorème canonique de 
l'Analyse, l’intégrale d’une forme suivant une courbe est une fonc- 
tion différentiable du paramètre. 

Notons © (s) la courbe construite par trivialisation sur la variété 
de niveau s. 

Pour achever la démonstration. assimilons l'intégrale en’question 
à celle d'une 2-forme méromorphe suivant une surface réelle ; comme 
2-forme, prenons la forme df || w/(f — t), où t est la valeur du poly- 
nôme sur la variété de niveau initiale. Décrivons la surface réelle. 
Soit, sur la droite complexe, un petit chemin fermé y qui contourne f 
dans le sens antihoraire. Soit l la surface dans C*° formée par la 
réunion des courbes dont les paramètres appartiennent au chemin: 
T = |} o (s). 

sEY 


Lemme 1. L'intégrale _ | te est indépendante du chemin y 
r 


et est égale à | &. 


o(t) 
Le théorème résulte du lemme, puisque la représentation inté- 
grale du lemme est une fonction holomorphe de ft. 
Démonstration du lemme. L'indépendance de l’in- 
tégrale du chemin y découle du théorème de Stokes, car la 2-forme 
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est fermée. Démontrons l'égalité des intégrales 


7m | LE =) (J o) = 
r Ÿ 


ant j ) rimiliee in) 


v ot v os) o(t) 


La première intégrale du second membre est égale à l'intégrale que 
nous étudions. L'intégrande de la deuxième intégrale est une fonc- 
tion différentiable de s. Aussi la deuxième intégrale tende-t-elle 
vers 0 si l'on prend pour y un cercle de rayon tendant vers 0. Ainsi 
donc, la deuxième intégrale est égale à 0. Le lemme est démontré. 


B. Ramification de l’intégrale. Voyons quelles sont les pro- 
priétés globales de la fonction définie par l'intégrale d'une 1-forme 
différentielle polynomiale suivant une courbe fermée située sur une 
variété de niveau du polynôme. 

Conformément aux théorèmes canoniques (voir (349, 381]), 
est possible d'éliminer de C° un ensemble fini de variétés de niveau 
d'un polynôme de telle façon que la restriction du polynôme au com- 
plémentaire de cet ensemble soit un fibré localement trivial. Soient 
t, ..., tn les valeurs des niveaux en question. Dans l’exemple con- 
sidéré, il suffit d'éliminer la variété de niveau nul. 


Revenons à l'intégrale ( w. Elle admet un prolongement bien 
o(:) 
défini le long de tout chemin sur CIN {#3, ..., {A} ayant son ori- 
gine en {. Pour l'obtenir, on doit réduire par déformation continue la 
courbe © (t) aux variétés de niveau au-dessus des points du chemin; 
la classe d'homologie de dimension un de la courbe située sur la 
variété de niveau correspondant au dernier point du chemin est 
définie par le chemin et est indépendante du procédé de déformation. 
Si deux chemins de même extrémité sont homotopes dans CIN ft, ... 
. tx}, les prolongements de l'intégrale ont même valeur dans le 
point final. Ainsi donc, nt en est une fonction holomorphe 
multiforme sur CIN {ti “es NT: 

La ramification de |’ intégrale est définie par la transformation 
de monodromie en homologie de dimension un de la variété de ni- 
veau {. Toute classe de chemins fermés homotopes dans CIX {#,, . .. 

, t,} ayant leur origine en t se fait correspondre un automor- 
phisme linéaire de monodromie de l'homologie de dimension un de 
la variété de niveau t: il se définit par une déformation continue 
des cycles vers les variétés de niveau au-dessus des points du chemin 
(voir chapitre I). Si M, est l’automorphisme de monodromie pour le 
chemin , le prolongement de l'intégrale le long du chemin y est 


222 INTÉGRALES DES FORMES HOLOMORPHES ICH. III 


par définition égal à | w, où oc (t) est la classe d’homologie dé- 
M.,o(t) 
finie par la courbe 0 (t). 
Dans l'exemple considéré, la restriction du polynôme au com- 
plémentaire de la variété de niveau nul est un fibré différentiable 


localement trivial. L'intégrale elliptique en question | y dr est 


donc une fonction holomorphe multiforme sur C!'X0. Tous les che- 
mins fermés dans C!XO sont multiples d’un chemin unique qui 
se ferme une fois autour de l’origine en l’évitant dans le sens anti- 
horaire. Donc, pour décrire la ramification de l'intégrale, on doit 


b) 
Fig. 72 


comprendre d'abord la structure de la transformation linéaire de 
monodromie associée au chemin choisi. Dans notre exemple la va- 
riété de niveau non singulière est un tore privé d’un point. Son 
groupe d'homologie de dimension un est un espace vectoriel de 
dimension deux. 

Assimilons la variété de niveau f, i.e. la courbe {(x, y) € C° | y° + 
+ 2 = 1}, à un revêtement à deux feuillets au-dessus de l’axe des x 
ramifié dans les racines cubiques de {. On voit sur la figure 72, a 
des cycles (projetés sur l’axe des x) qui définissent une base (a, b) 
de l’homologie de dimension un. Le difféomorphisme de monodromie 
associé au chemin fermé de ti autour de 0 se laisse définir par 


(x, y) > (exp (2ni/3) x, exp (2ri/2) y). 


On voit l’image des cycles sur la figure 72, b. La monodromie se 
définit donc par 


M: (a, b)r (a — b, a). 


Maintenant, pour décrire la ramification de l'intégrale de la forme 
holomorphe suivant les cycles de la famille engendrée par le cycle 
6 (t), il suffit de connaître le développement de la classe d’homologie 


définie par © (t) par rapport à la base et de savoir les intégrales de la 
forme suivant les classes de base. 
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Remarque. Pour décrire la ramification dans le cas d’une forme 
aussi simple que y dr, on n’a pas besoin de connaître la transfor- 
mation de monodromie en homologie. L'application (x, y) + 
+ (11/37, 11/21) définit un difféomorphisme de la variété de niveau 1 
sur la variété de niveau t. La restriction de la forme y dx à la variété 
de niveau t transposée par le difféomorphisme en question à la va- 
riété de niveau 1 et multipliée par t-/6 est égale à la restriction de 
y dx à la surface de niveau 1. Aussi la fonction définie par l’inté- 
grale de y dx suivant les cycles de la famille est-elle égale à Cte-1°/6, 
où Cte est l'intégrale de la forme suivant le cycle de la famille appar- 
tenant à la variété de niveau 1. 


C. Développement de l’intégrale en série. Nous venous de montrer 
que l'intégrale d’une forme polynomiale suivant un cycle dépendant 
du paramètre est une fonction holomorphe multiforme sur 
CIS {1,...,tN}. Chaque branche de cette fonction se développe donc 
en série de Taylor au voisinage de toute valeur non exceptionnelle 
du paramètre. Maintenant nous montrerons que l'intégrale se dé- 
veloppe en série aussi au voisinage d’une valeur exceptionnelle du 
paramètre, mais cette fois c’est une série des puissances fractionnaires 
du paramètre dont les coefficients sont des polynômes en logarithme 
du paramètre. Une telle série converge dans chaque secteur du voi- 
sinage restreint de la valeur exceptionnelle du paramètre (le cloi- 
sonnement du voisinage est dû à la présence des logarithmes). La 
description de la série utilise essentiellement la transformation de 
monodromie associée au lacet autour de la valeur exceptionnelle du 
paramètre. C'est ainsi que les exposants de puissance du paramètre- 
sont les quotients par 2xi des logarithmes des valeurs propres de la 
transformation de monodromie, et la puissance de tout polynôme 
en logarithme intervenant comme coefficient de la série est toujours 
plus petite que la taille maximale des blocs jordaniens de la valeur- 
propre correspondante. 

Formulons un théorème. Pour simplifier les notations, supposons 
que la valeur exceptionnelle du paramètre soit 0. Choisissons, dans 
un voisinage restreint de 0, un secteur a < arg t < b et, pour tout 
nombre t non nul appartenant à ce secteur, choisissons une base 
O1 (t), . .., 6, (t) du groupe d’homologie entier de dimension un 
de la variété de niveau t qui dépend continüment de t. Soit A la 
transformation de monodromie associée au chemin fermé du para- 
mètre qui contourne une fois la valeur 0 en l’évitant dans le sens 
antihoraire. 


Théorème 2 (voir [52, 90, 135, 175, 229, 252]). Dans le secteur 
indiqué la fonction vectorielle I (t) — ( D 25 w) se déve- 
oi(t) out) 
loppe en série D an. at* (In t}*. La série converge si le paramètre est 
@. 
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suffisamment petit en module. Les coefficients de la série sont des vec- 


teurs de l’espace C*. Les parties réelles de tous les a sont supérieures à 
une constante. Chaque a est tel que exp (2nia) est une valeur propre de 
l'opérateur M. Un coefficient a... de la série est nul si la forme jor- 
danienne de M n'a aucun bloc de taille égale ou supérieure à k +1 
de valeur propre exp (2rix). 


Remarque. D'après les théorèmes 11 et 12 du $ 3, les valeurs 
propres de l'opérateur de monodromie M sont des racines de 1 et la 
taille de ses blocs de Jordan n'est jamais supérieure à 2. Pour cette 
raison dans la série précédente tous les & sont rationnels et les puis- 
sances des logarithmes ne sont pas supérieures à 1. 


Exemple. Soit y* + x° le polynôme dont les variétés de niveau 
portent des cycles, et soit wo — y dr. On a alors | o — Cte:15/6 


o(t) 
au voisinage de O (voir la remarque à la page précédente). Nous 
avons décrit en B la transformation de monodromie associée au 
lacet autour de 0 pour le cas considéré. Les valeurs propres de cette 
transformation sont distinctes et égales à exp (+ri/3). Donc, d'après 
le théorème, l'intégrale de toute forme polynomiale w se développe 
au voisinage de 0 en série 
| = > at5/6+t + p> b,t7/6+1 


o(t) l l 


dans laquelle ! sont des entiers qui sont tous positifs sauf peut-être 
un ensemble fini de négatifs. Or, nous verrons en D que tous les 
<xposants des termes de la série sont en réalité positifs. 

La démonstration du théorème du développement en série utilise 
un autre théorème selon lequel l'intégrale d'une forme polynomiale 
dans chaque secteur du voisinage d’une valeur exceptionnelle du 
paramètre croît moins vite (ou tout au plus aussi vite) qu'une puis- 
sance convenable du paramètre. 


Théorème 3 (voir [229, 252, 253]). 71 existe un entier naturel N 
tel que dans le secteur indiqué ci-dessus on a les inégalités 


| | w|<&Cte. 1117", F= 1; ..:; 0: 
o {1) 

Sans démontrer ce théorème. nous nous bornerons à indiquer une 
variante de sa démonstration. Désingularisons la variété de niveau 
-exceptionnel: alors, en introduisant des coordonnées convenables 
dans le voisinage d’un point arbitraire de la variété de niveau désin- 
gularisée, le polynôme se réduit à un monôme, la forme polynomiale 
devient holomorphe, et on arrive à majorer convenablement l’inté- 
-grale suivant la partie du cycle appartenant au voisinage. Remar- 
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quons que la désingularisation doit aussi être étendue aux points 
à l'infini de la variété de niveau exceptionnel, afin de pouvoir majo- 
rer l’intégrale suivant la partie du cycle s’éloignant à l'infini. Il 
est vrai que la forme devient méromorphe au voisinage de tels points, 
mais la majoration pour une forme méromorphe s'obtient tout aussi 
facilement (voir [378, 354]). On trouve dans {252, 253] une méthode 
de démonstration élémentaire sans désingularisation. 

Pour déduire le théorème 2 du théorème 3, on doit savoir cal- 
culer le logarithme de la transformation linéaire non dégénérée. 


Lemme 2. Soit À une matrice a X u non dégénérée. Il existe alors 
une matrice u X u non dégénérée B telle que exp B = À (exp B — 
= à B'/nl). 

Avant de démontrer ce lemme, rappelons quelques définitions. 
Un opérateur linéaire est dit semi-simple s’il opère dans un espace 
admettant une base formée de vecteurs propres de l'opérateur. Un 
opérateur linéaire est dit unipotent si loutes ses valeurs propres sont 
égales à 1. On sait bien que pour tout opérateur linéaire non dégéné- 
ré M il existe un et un seul opérateur semi-simple #, et un et un 
seul opérateur unipotent A7, qui sont permutables et tels que A1 — 
= M,M, (M1, est l'opérateur dont l’action sur le sous-espace des 
racines de A se réduit à la multiplication par la valeur propre corres- 
pondante, voir [316]). Les opérateurs 1/,. M, sont appelés res- 
pectivement partie unipotente et partie semi-simple de l'opérateur Af. 

Démonstration du lemme 2. Il suffit de démontrer 
le lemme pour la matrice jordanienne; mieux, cette matrice peut 
n'avoir qu'un bloc unique. Soit À la valeur propre d'un bloc. Alors 
la matrice en blocs se décompose en produit de la matrice À-Id et 
d'une matrice dont toutes les valeurs propres sont égales à 1. La 
première matrice est la partie semi-simple, et la deuxième, la partie 
unipotente. Les matrices des parties semi-simple et unipotente com- 
mutent. Il suffit donc de prendre le logarithme de chacune d'elles. 
Celui de la première est 1n À Id. Le logarithme de la deuxième se 
définit par 


InC—In(Id+(C—Id))= > (—1)#(C—Id)}/s. 


Remarque. La matrice In C est nilpotente, i.e. toutes ses valeurs 
propres sont nulles. 

Démonstration du théorème 2. Dans un voi- 
sinage restreint de O0, étendons par continuité la base d'homologie 
entière de dimension un aux paramètres à arguments quelconques. 
Par intégration de la forme suivant la base, la fonction vectorielle 7 
devient une fonction vectorielle multiforme dans un voisinage res- 
treint pointé de 0. Lorsque le paramètre contourne 0 dans le sens 
antihoraire, le vecteur Z(t) devient Z(t)-A, où À est la matrice de 


15—0628 
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la transformation de monodromie M écrite par rapport à la base- 
O1(£), .. : Out). : | | 

Considérons, dans le voisinage pointé de 0, une fonction matri- 
cielle holomorphe multiforme 


J(t) = exp(—In(t)-In(4}/2ri), 


où In(A) est une des valeurs possibles du logarithme de la matrice À. 
Lorsque le paramètre fait un tour complet autour de 0 dans Île sens. 
antihoraire, la matrice J(t) devient A-1J(t). Ainsi donc. la fonc- 
AA tr I(t)J(t) est uniforme dans le voisinage pointé: 
de 0. 

Montrons que la fonction 7:J est méromorphe en 0. i.e. que ses- 
coordonnées croissent au plus aussi vite qu'une puissance convenable. 
du paramètre à l'approche de celui-ci de 0. D'après le théorème 3. 
il suffit de démontrer une proposition analogue pour les coordonnées. 
de la matrice J. 

Voyons comment se présentent les éléments de J. A cet effet, il 
suffit de prendre le cas où À est une matrice diagonale ou unipotente- 
(voir lemme 2). Dans le premier cas la matrice J est diagonale elle 
aussi: on voit sur ses diagonales les puissances de la variable t. 
Dans le second cas les éléments de la matrice sont des polynômes- 
en In t de puissances inférieures à la taille du bloc de Jordan corres- 
pondant (voir la remarque au lemme 2). Ainsi donc, pour toute ma- 
trice À chaque élément de la matrice J(t) se présente comme une- 


somme finie à {&P (Int). Dans cette somme chaque «& est tel que 
œ 


exp(—2xia) est une valeur propre de la matrice À. Pour tout « le 
coefficient P, est un polynôme en In t de puissance inférieure à la 
taille maximale des blocs jordaniens de la matrice À de valeur 
propre exp(—2rix). 

Cette assertion signifie que les coefficients de la matrice J crois- 
sent assez lentement. La fonction vectorielle Z-J est donc méro- 
morphe en 0. Par conséquent, elle se laisse développer en série de- 
Laurent qui a un ensemble fini de puissances négatives. Multipliant 
cette série par J-1, nous retrouvons le théorème 2. 


D. Enoncé plus précis des théorèmes 2 et 3. Si, en réduisant le 
cycle par déformation à une variété de niveau exceptionnel, le cycle 
reste confiné dans une partie bornée de l’espace, l’intégrale de la 
forme polynomiale prise suivant ce cycle reste bornée pendant la dé- 
formation. Mieux, si le cycle réduit par déformation à une variété de 
niveau exceptionnel y est homologue à O, l'intégrale de la forme poly- 
nomiale suivant ce cycle tend vers 0 pendant la déformation. Ces 
assertions ont été démontrées par B. Malgrange [229]. Citons leur- 
formulation exacte. Supposons comme précédemment que la valeur- 
exceptionnelle soit 0. 
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Désignons la variété de niveau t par X,, alors Æ,, À est l’en- 
semble des points de la surface de niveau t dont la distance à l'ori- 
gine est non supérieure à À. Prenant des t réels positifs petits, con- 
sidérons la famille des classes d'homologie entières de dimension un 
6 (t)E H, (X:, Z) qui dépendent continüment de t. Nous disons que 
pour t—+0 cette famille est une famille de classes d’homologie 
bornées par une boule de rayon R si, pour tout ? suffisamment petit, 
la classe © (t) est contenue dans l'image de l’homomorphisme naturel 
Yr° H1(Xi, Rs Z) —+ Hi: (X4, 2). Il est clair que si la famille est 
bornée par une boule de rayon À, elle l’est aussi par toute boule de 
rayon plus grand. 

Nous disons que pour { —> 0 la famille de classes d’homologie 
bornées est une famille de classes d'homologie évanescentes s'il existe 
un R>0 et un ô > 0 tels que 

a) la famille est bornée par une boule de rayon R; 

b) pour tout t € (0, 6) il existe une classe o (t) € AH, (X,,,. Z) 
dont l’image par l’'homomorphisme y, est © (t) et qui appartient au 
noyau de l'homomorphisme naturel FH, (X,,R, Z)— H, (X, Z), 
où X — U ZX },r° 

1E(0,0[ 
Théorème 3° (voir [229]). Si o est une famille de classes d'homologie 


bornées, l'intégrale | o admet une limite finie pour t — +0. Cette 


o(t) 
limite est égale à 0 si la famille en question est une famille de classes 
d'homologie évanescentes. 


Corollaire des théorèmes 2 et 3’. Soit o une famille de classes 
d'homologie bornées. Etendons-la par continuité, dans un voisinage 
restreint de 0, aux paramètres à arguments quelconques. Nous obte- 
nons une famille multiforme de classes d'homologie entières dépen- 
dant continôment d’un paramètre. D'après le théorème 2, la fonction 
définie par l'intégrale de la forme polynomiale suivant les classes 


de la famille se développe au voisinage de 0 en série © ax.al® (In t}". 
D'après le théorème 3”, dans cette série tous les & sont non négatifs 
et tous les coefficients ax,, sont nuls pour # > 0. I] y a plus: tous 
les « sont positifs si o est une famille de classes d'homologie éva- 
nescentes. 


Exemple. Soit y* + x° le polynôme dont les variétés de niveau 
portent des cycles. Au voisinage de 0 toute famille de classes d’ho- 
mologie entières de dimension un dépendant continüment d'un para- 
mêtre est une famille de classes d'homologie évanescentes (voir la 
remarque en B). Aussi tous les exposants de la série de l'exemple de 
la page 224 sont-ils positifs. 


Dans les n°% qui suivent, nous généraliserons les résultats obte- 
nus de trois façons. Premièrement, nous opérerons dans un espace 


15° 
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de dimension plus élevée. Deuxièmement, nous admettrons que le 
polynôme soit une fonction holomorphe de paramètres auxiliaires. 
Troisièmement. nous prendrons une fonction holomorphe au lieu 
d'un polynôme. 


10.2. Dépendance holomorphe par rapport aux paramètres. Consi- 
dérons une fonction holomorphe de variables réparties en deux grou- 
pes: F1, ..., Zn, Yi, . . ., Yr). Cette fonction définit sur C” 
une famille de fonctions holomorphes qui dépendent holomorphique- 
ment des paramètres y = (y1, . . ., yn). Soit X(1,#) l'hypersurface 
de niveau t d'une fonction F(-, y): 


Xaup—{zE CIF (x, y)=t}. 


Choisissons un cycle de dimension (r — 1) sur l’hypersurface de 
niveau non critique t, de F (+, yo). En faisant passer ce cycle par 
déformation continue d'une hypersurface de niveau à l’autre, nous 
obtenons une famille continue de cycles sur les hypersurfaces de 
niveau voisines de l'hypersurface considérée des fonctions dont les 
paramètres sont proches des paramètres considérés. Notons 0 (ft, y) 
le cycle porté par l'hypersurface X4«4,». 


A. Intégrales d’une (7 — 1)-forme holomorphe. Soit sur C” une 
(n — 1)-forme différentielle holomorphe qui dépend holomorphique- 
ment des paramètres y: 


LL MN 
o= À hits sets Vis ss Ur) OR) ss dti «ss NE, 


où {h,} sont des fonctions holomorphes. Considérons l'intégrale 
T(t. y) = | o (y). Comme fonction des paramètres t, y. cette 


oût, 

intégrale ct détinié au voisinage du point (to. Yo) de l'espace C x C*. 
La restriction de la forme à l’hypersurface de niveau est fermée 
(car une variété holomorphe de dimension (n — 1) n’admet aucune 
n-forme holomorphe non nulle). L'intégrale se définit donc par la 
classe du cycle dans le groupe d’homologie de dimension (n — 1) 
de l’hypersurface et est indépendante du cycle qui représente la 
classe. De plus, l’intégrale de la forme suivant un cycle réduit par 
déformation à une hypersurface de niveau voisine ne dépend pas de 
la déformation. car deux déformations différentes conduisent à des 
cycles homologues. 


Théorème 4 (voir [52,2291). L'intégrale est une fonction holomorphe 
de (t, y). 

La démonstration est pratiquement la même que pour le théo- 
rème {. Nous introduirons la notion d'opérateur cobord de Leray, 
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notion que nous avions d’ailleurs utilisée implicitement en formulant 
le lemme 1. 

Soient Àf une variété holomorphe et W sa sous-variété holomorphe 
de codimension 1. Alors il existe pour tout ! un homomorphisme 
naturel A, (N) — H,,, (MNN) appelé opérateur cobord de Leray. 
Il se définit comme suit. Choisissons un voisinage tubulaire de V 
dans Y. Considérons la projection sur NV du bord du voisinage tubu- 
laire. Cette projection est un fibré localement trivial dont la fibre 
est un cercle. Considérons une classe d'homologie sur V et le cycle 
qui la représente. Considérons l’image réciproque du cycle sur le 
bord du voisinage tubulaire. C'est un cycle dont la dimension est 
de 1 supérieure à celle du cycle initial. Considéré comme un cycle 
dans le complémentaire de W, ce cycle est par définition l’image de 
la classe d'homologie initiale par l'opérateur cobord de Leray. 
On voit sans peine que la classe d'homologie de ce cycle dans le 
complémentaire ne dépend ni du choix du cycle représentant la 
classe d'homologie initiale sur V, nidu choix du voisinage tubu- 
laire. 

Démonstration du théorème 4. Un théorème 
canonique de l'Analyse dit : étant données une chaîne et une forme 
qui dépend holomorphiquement des paramètres, l'intégrale de la 
forme suivant la chaîne dépend holomorphiquement des paramètres. 
Pour pouvoir appliquer ce théorème, on doit assimiler les intégrales 
de la forme donnée suivant les cycles de la famille situés dans des 
hypersurfaces différentes à l'intégrale d’une nouvelle forme suivant 
une chaîne commune. Comme nouvelle forme, on prend la forme ini- 
tiale multipliée par dF (+, y)/(F (+, y) —t). Comme chaîne com- 
mune, on retient un cycle qui représente en même temps les images 
de toutes les classes d'homologie des cycles de la famille par l'action 
des opérateurs cobord de Leray pour les couples constitués chacun 
d'une hypersurface de niveau et de C" (voir lemme 1). 

Considérons le bord du voisinage tubulaire de l’hypersurface 
X«. y dans C”. Considérons sur ce bord le cycle do de dimension n 
qui représente l’image de la classe d'homologie du cycle 46 (t,. yo) 
sur l'hypersurface par l’opérateur cobord de Leray. Ce même cycle 
représente l’image de la classe d'homologie du cycle © (t, y) sur l'hy- 
persurface X4., par l'opérateur cobord de Leray si le point (t. y) 
est suffisamment proche de ({,. yo). 

On a la représentation intégrale 


1 
IE D=gz | EC HAGGME(C. DD (1 
Oo(t, y) 
dans laquelle 00 (ft, y) est l’image par l'opérateur cobord de Leray 


de la classe d'homologie du cycle © (t, y) sur X«4.,. (Notons que 
l’intégrande du second membre est fermée dans C'XX4. y © est 
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pourquoi l'intégrale du second membre est indépendante du cycle 
représentant la classe 06 (t, y).) La démonstration de la formule (1) 
se confond avec la démonstration du lemme 1. 

Ainsi donc. pour tout (f, y) proche de (t,, yo) on a la représen- 
tation intégrale 


1, = |dF (1) AG (pt. 


ôc 


Appliquant un théorème canonique de l’Analyse, nous retrouvons 
maintenant le théorème 4. 

Ensuite nous montrerons que les intégrales de la forme de Guel- 
fand-Leray suivant une famille continue de cycles dépendent holo- 
morphiquement des paramètres. 


B. Forme de Guelfand-Leray. Elle se définit dans le cas complexe 
de la même façon que dans le cas réel, voir n° 7.1. 

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine de l’espace C". 
Soit 1 une #-forme différentielle holomorphe dans le même domaine. 
Considérons dans ce domaine un point qui n’est pas un point cri- 
tique de f. 


Lemme 3. /l existe une (n — 1)-forme différentielle holomorphe 
définie au voisinage du point, telle que n = df /\ w. La restriction de Ÿ 
à une hypersurface de niveau non critique de f ne dépend pas du choix de 
+ vérifiant l'égalité ci-dessus. 

La restriction de la forme 1 à une hypersurface de niveau non 
critique de la fonction est appelée forme de Guelfand-Leray de n 
et est notée n/djf. 

Pour la démonstration du lemme, voir n° 7.1. 


C. Intégrales de la forme de Guelfand-Leray. Revenons à la 
situation décrite au commencement de ce n°. Soit une n-forme diffé- 
rentielle holomorphe n définie sur C". Supposons que n dépende 
holomorphiquement des paramètres y: 


Nn = AL, ..., Zn, Ya, +, Yr) dus À ... À dr. 


On a donc sur l’espace tout entier, pour des valeurs données des para- 
mètres. une fonction holomorphe et une forme holomorphe de di- 
mension maximale. Cela revient à dire qu’une forme de Guelfand- 
Leray est définie sur chaque hypersurface de niveau non critique. 
Considérons ses intégrales suivant des cycles choisis sur les hyper- 
surfaces de niveau : 


IG y= | n@yar(., y, 
o(t,y) 
où d, est la différentielle par rapport aux variables zx. 
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Théorème 5 (voir [52, 229]). Cette intégrale est une fonction holo- 
morphe de (t, y). 
Le théorème 5 découle de la représentation intégrale 


IE p=s | nWAF(, 0) (2) 


ôc(t, y) 


{comparer avec (1)). Sa démonstration est analogue à celle du lemme 1. 


D. Dérivées des fonctions définies par des intégrales. Il y a inté- 
rêt à les mettre sous la forme des intégrales suivant les mêmes cycles. 
De telles formules conduisent aux représentations intégrales (1), (2). 

Afin d’abréger l’écriture, nous supposerons dans les formules qui 
suivent que les paramètres des formes ont les mêmes valeurs que les 
paramètres des cycles. L'indice j d’une forme signifie que ses coeffi- 
cients ont été dérivés par rapport à y}. 

D'après (1), (2) il vient 


+ Jo= | dFAo(F-tÿ= 


ot, y) do(t, y) 
1 1 ’ 
=) | do/(F —t) = | duw/d.F, (3) 
ôc(t, y) o(t. y) 
L. 
3y; EH 
o(t, y) 
= 2 À (FA o(F—1)+8F,A 0(F—1)—F, EF À @I(F 09 = 
dot, y) 
= | (F Aol(F—-t)—F,d,w/(F—t))= 
Oo(!, y) 


= | (o,—F,dudF) (4 


o(t, y) 


La seconde égalité se démontre en prenant une forme cohomologue 
à la forme donnée. 


10.3. Ramification de l’intégrale et son développement en série. 
Pour pouvoir étudier les prolongements analytiques d’une fonction 
holomorphe définie par une intégrale, on doit savoir réduire Îles 
cycles d’intégration de la forme par déformation continue aux hyper- 
surfaces des niveaux non critiques éloignés de la fonction. À cet 
effet, il suffit que l’ensemble des hypersurfaces des niveaux non cri- 
tiques forme un fibré localement trivial. Sans considérer la situation 
la plus générale où cette propriété puisse se manifester (voir n° 1.1), 
nous envisagerons un cas local qui nous sera utile par la suite. 
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A. Fibration de Milnor du déploiement d’un point critique d’une 
fonction holomorphe. Soit un germe de déploiement d'un point 
critique d’une fonction holomorphe. (On considère en général deux 
cas extrêmes où le déploiement est miniversel ou trivial.) On appelle 
fibration de Milnor une fibration qui a pour fibres des hypersurfaces 
localement non singulières de niveau des fonctions qui interviennent 
dans le déploiement. Voici une définition plus précise. 

Soit f: (C", 0) —+ (C, 0) un germe de fonction holomorphe 
ayant un point critique de multiplicité finie. Soit %: (C" x C*. 


Fig. 73 


O xX 0) — (C, 0) son déploiement, i.e. un germe de fonction holo- 
morphe tel que 5%ÿ(-, 0) — j. Considérons le développement du 
déploiement, i.e. un germe d'application @: (C" x C*. O > 0) —+ 
—+ (C >< C*, O x O0) défini par la formule (x, y) + (% (x, y), y). 

Soient F, G les représentants des germes 5, G 

Pour des p > 0, n > 0, ô > 0 petits, considérons dans les espa- 
ces C”, C, C* des boules des rayons correspondants: B5 = {€ 
EC'INr<p}, Bi = {uECIlIul<n}, Bi = (yEC | 

y II 6}. Posons S = Bi x Bé. X = (B3 x Bé) NG-1(S). 
X, = X NG1(s) pour tout SES, voir fig. 73. 

Choisissons p tellement petit que pour tout r tel que0<r<p 
le bord 9B* d’une boule de rayon r rencontre transversalement l’hy- 
persurface de niveau nul d’une fonction F (+, O0). Choisissons n, 6 
tellement petits devant p que pour tout point (u, y) € S le bord 
0B$ de la boule de rayon p rencontre transversalement l’hypersurface 
de niveau u d’une fonction F (+, y). Le triplet des nombres p, n, à 
ainsi choisis est appelé triplet permis. 
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Si le triplet est permis, l'application À — S qui est une restriction: 
de G sera appelée spécialisation du développement du déploiement. 
Dans le texte qui suit, les restrictions des applications seront dé- 
signées par les mêmes lettres que les applications elles-mêmes. 

Soit © l’ensemble des valeurs critiques (le discriminant) de l'ap- 
plication G: X—+S, i.e. l’ensemble {s€ S | X, est singulier}. 
Si le triplet des nombres p, n, Ô est permis, la restriction de l’appli- 
cation G: Æ —+ S au complémentaire de l’image réciproque de l’en- 
semble des valeurs critiques est une fibration différentiable locale- 
ment triviale (voir n° 1.1). Ici la fibration différentiable localement 
triviale est l'application G: X'— S”, où S” — SXKZ. X'— 
= X G71 (©). Cette fibration est appelée /ibration de Milnor du dé- 
ploiement (plus exactement, fibration de Milnor de la spécialisation 
du développement du déploiement). 

La fibre de la fibration de Milnor est une variété à bord analy- 
tique complexe de dimension (n — 1) (et respectivement une variété. 
réelle de dimension (2r — 2)). D’après le théorème de Milnor [245] 
(voir aussi le n° 2.1), la fibre a le type d’homotopie d'un bouquet de- 
u sphères de dimension moyenne, où u est égal à la multiplicité du 
point critique initial. Donc 


X,= S"1\/... VS" pour s€S. 


[Ti 


Le type différentiable de la fibre de la fibration de Milnor ne- 
dépend pas du choix du triplet permis. Pour différents triplets per- 
mis, les germes d'ensembles ©, S” à l’origine de l’espace S sont les 
mêmes. Si le premier nombre d’un premier triplet est plus petit que 
le premier nombre d'un second triplet, alors, pour tous les points 
de la base proches de l'origine, la fibre de la première fibration se- 
plonge dans la fibre de la seconde. Mieux, la première fibre est un 
rétracte par déformation de la seconde fibre. Aussi le plongement de 
la première fibre dans la seconde induit-il l’isomorphie des groupes 
d’homologie et de cohomologie des fibres des fibrations de Milnor 
qui répondent à des triplets permis différents. Dans ce sens les grou- 
pes d’homologie et de cohomologie de la fibre de la fibration de Mil- 
nor sont. définis de façon intrinsèque. 

Nous allons considérer les groupes d’homologie et de cohomologie- 
de dimension (7 — 1) de la fibre de la fibration de Milnor. Ils sont 
les mêmes que pour le bouquet de sphères : ce sont des modules libres 
sur l’anneau des coefficients. Leurs dimensions sont égales à la mul- 
tiplicité du point critique initial si rz — 1 > 0, ou de 1 supérieures 
à cette multiplicité si nr — 1 — 0 (un bouquet de u sphères de di- 
mension 0 n'est autre que u + { points). Sans le mentionner expres- 
sément, nous ne considérerons, dans le texte qui suit. que des grou- 
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pes d’'homologie et de cohomologie réduits *). Quel que soit n, le 
rang d'un groupe de (co)homologie réduit est égal à la multiplicité 
du point critique. Pour nr > 1 les groupes de (co)homologie de di- 
mension (r7 — 1) réduits se confondent avec les groupes de (co)ho- 
mologie usuels. 

Nous dirons que les groupes de cohomologie et d’homologie de 
la fibre de la fibration de Milnor sont évanescents au point critique 
initial. 

B. Ramification d’une intégrale. Soit un germe f: (C", 0) —- 
— (C. 0) de fonction holomorphe ayant un point critique isolé. 
Soit un déploiement %ÿ: (C7 x C*“, 0 x 0) —+ (C, 0) de f. Pour 
un triplet permis p, n, Ô, considérons la spécialisation du développe- 
ment et la fibration de Milnor. 

Choisissons dans une fibre de la fibration de Milnor une classe 
d'homologie entière de dimension (n — 1). En faisant subir une 
déformation continue au cycle qui représente cette classe, on obtient 
une famille de classes entières de dimension (7 — 1) dans les fibres 
de la fibration de Milnor, qui dépendent continüment d'un point 
de la fibration. Cette dépendance est multiforme. Elle est décrite 
par le groupe de monodromie en homologie de dimension (nr — 1) 
de la fibre. En effet. soit sur la base un chemin fermé et une classe 
d'homologie dans la famille au-dessus du point initial du chemin. En 
étendant la classe aux fibres au-dessus de tous les points du chemin, 
la classe d'homologie pour le point final se déduit de la classe d’ho- 
mologie pour le point initial par l’action de la transformation de 
monodromie associée au chemin en question. 

Soit une (7 — 1)-forme différentielle holomorphe définie dans 
un voisinage de l'origine de l'espace C" x C*. Supposons que le 
voisinage en question soit assez grand pour contenir l’espace de la 
fibration de Milnor. Considérons les intégrales de la forme suivant 
les cycles de la famille. En accord avec le théorème 4, ces intégrales 
définissent une fonction holomorphe multiforme sur la base de la 
fibration de Milnor. 

La ramification de cette fonction est décrite par le groupe de 
monodromie en homologie de dimension (7 — 1) de la fibre de la 
fibration de Milnor. Soient « la forme, © (4, y) la classe d'homologie 
de la famille dans la fibre au-dessus d’un point (u, y) € S”, y un che- 
min fermé dans la base de la fibration d'origine et d’extrémité au 
point (u. y), et M, la transformation de monodromie associée à Y. 


*) Rappelons qu'on appelle groupe d'homologie réduit de dimension k 
d'un espace Lopo oBIque le noyau de l'application du groupe d’homologie de 
dimension k de l'espace dans le groupe d'homologie de dimension k d'un point, 
induite par l'application de l'espace dans le point. De même, le groupe de 
cohomologie réduit de dimension k est le conoyau de l'application du groupe de 
cohomologie de dimension k d'un point dans le groupe de cohomologie de 
dimension x de l’espace. 
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Alors la valeur du prolongement analytique le long de y de la branche 


de la fonction répondant à l'intégrale ( o est égale à ( O. 

o(u, y) Myo(u, y) 
Ainsi donc, la ramification des fonctions holomorphes définies par 
les intégrales suivant des classes d’homologie évanescentes au point 
critique est définie par la topologie de la fibration de Milnor du dé- 
ploiement considéré et, en fin de compte, par la topologie de la 
fibration de Milnor d’un déploiement versel du point critique ini- 
tial. 

Remarques. 1. Le groupe de monodromie en homologie de dimen- 
sion (7 — 1) dela fibre de lafibration de Milnor du déploiement versel 
d’un point critique s’appelle groupe de monodromie du point critique. 
Les groupes de monodromie des points critiques ont été étudiés dans 
le chapitre I. Tout résultat relatif au groupe de monodromie peut 
aussi être interprété comme un résultat sur la ramification des inté- 
grales correspondantes. 

2. Soit à présent une 7#7-forme différentielle holomorphe n (et 
non une (7 — 1)-forme comme précédemment) définie au voisinage 
de l’origine de l’espace C" x C“. La forme n définit sur chaque fibre 
de la fibration de Milnor une (n — 1)-forme holomorphe n/d,F 
(on fait la restriction de la forme n et de la fonction F à des sous- 
espaces de X” du type y = Cte qui sont des domaines dans C", 
puis on divise la forme par d,F). Considérons les intégrales de la 
forme n/d.F suivant les classes de la famille indiquée plus haut. Ces 
intégrales définissent une fonction holomorphe multiforme sur la 
base de la fibration de Milnor (théorème 5). Tout comme pour la 
fonction définie par les intégrales de la (7 — 1)-forme (voir ci-dessus), 
sa ramification est définie par le groupe de monodromie en homologie 
de dimension (7 — 1) de la fibre de la fibration de Milnor. Au lieu 
de prendre une n7-forme, on peut commencer par une (7 + k)-forme, 
et au lieu de la diviser par d,F, on doit la diviser par d,F /\ dy; /\... 

dy:x. On obtient finalement une (7 — 1)-forme holomorphe 
bien définie sur chaque fibre. Ses intégrales suivant les classes de 
la famille définissent une fonction holomorphe multiforme sur la 
base de la fibration de Milnor (théorème 5). La ramification de cette 
fonction, comme celle des fonctions précédentes, se définit également 
par le croupe de monodromie. 

3. Si la (n — 1)-forme w est définie dans un voisinage de l'ori- 
gine de C* x C* qui ne contient pas l'espace de la fibration de Mil- 
nor pour le triplet permis p, 1, Ô donné, on ne peut pas en général 
intégrer cette forme suivant n'importe quelle classe d’'homologie 
de la famille. En revanche, on peut très bien l'intégrer suivant les 
classes de la famille situées dans les fibres au-dessus des points suffi- 
samment proches de l'origine de C' x C*. Cela tient à ce que les 
classes de ce type ont les cycles représentatifs dans un voisinage 
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suffisamment restreint de l’origine de C7 x C*. Plus exactement, 
le domaine de définition de la forme, aussi restreint soit-il, contient 
toujours l’espace d'une fibration de Milnor définie à partir d'un 
triplet permis de nombres suffisamment petits, si bien que le plonge- 
ment de la fibre de la petite fibration de Milnor dans la fibre de la 
grande fibration de Milnor induit l’isomorphie des groupes d’homo- 
logie et de cohomologie (voir n° 11.3 A). 


C. Développement en série d’une intégrale. Soit une droite com- 
plexe dans l’espace S (base de la spécialisation). Supposons que l’en- 
semble des valeurs critiques Z ne contienne pas cette droite. Alors 
l'intersection de la droite avec Z est discrète. Considérons un des 
points d'intersection. Nous montrerons que la restriction à la droite 
de la fonction holomorphe multiforme définie par l'intégrale d’une 
forme holomorphe suivant les cycles de la famille continue (voir B 
ci-dessus) se développe, au voisinage du point d'intersection con- 
sidéré de la droite avec ©, en série suivant les puissances fraction- 
naires du paramètre sur la droite, série dont les coefficients sont des 
polynômes en logarithmes du paramètre sur la droite. Cette propo- 
sition est un analogue direct du théorème 2. 

Soit { une coordonnée holomorphe locale sur la droite d'origine 
au point d'intersection considéré. Dans un petit voisinage du point 
d’intersection, considérons un secteur a < arg t < b. Pour chaque 
valeur non nulle du paramètre t appartenant au secteur, choisissons 
une base 6, (t), ..., 6, (t) de classes d'homologie entières de dimen- 
sion (7 — 1) de la fibre de la fibration de Milnor située au-dessus 
du point correspondant de la droite. de telle façon que cette base 
dépende continüment du point de la droite. Soit A7 la transformation 
de monodromie en homologie associée au chemin que suit le para- 
mètre de la droite en contournant 0 dans le sens antihoraire. (Rap- 
pelons que selon les théorèmes 11 et 12 du $ 3, les valeurs propres de 
cet opérateur sont les racines de 1 et que la taille de ses blocs jorda- 
niens n'est pas supérieure à ».) Soit w une (n — 1)-forme différen- 
tielle holomorphe définie sur un voisinage de l’origine de C" :< C* 
contenant l'espace source de la spécialisation du déploiement (voir 
la définition en A). I] existe alors une fonction vectorielle définie 
dans le secteur indiqué: 


I&)=( | w, | o ). 
o1(t) out) 
Théorème 6 (voir [52, 90, 135, 175, 229, 252]). La fonction vecto- 
rielle indiquée se développe en série Sa, t® (In t)*. La série est con- 


a, k 
vergente si le paramètre est suffisamment petit en module. Les coefji- 


cients de La série sont des vecteurs de C* ; les a sont des nombres rationnels 
non négatifs. Les coefficients a», , sont nuls pour k > 0. Chaque a 
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est tel que exp (2nia) est une valeur propre de l'opérateur M. Le coeffi- 
cient ax, S'annule chaque fois que la forme jordanienne de M n'a 
pas de blocs de valeur propre exp (2nia) de taille égale ou supérieure 
à k +1. 


Remarque. Supposons que la droite dans la base S (décrite dans 
le théorème 6) soit le lieu des valeurs de la fonction F pour un y 
donné et rencontre transversalement le discriminant dans un point 
qui correspond à un point critique non dégénéré de FÆ pour cette 
valeur de y. On peut alors préciser le développement du théorème 6 
(voir le lemme 2 du $ 12). 

Le théorème 6 est consécutif au théorème 7 ci-après et s’en déduit 
tout comme le théorème 2 se déduit du théorème 3. 


Théorème 7 (voir [229, 252, 253]). 71 existe un entier naturel N 
tel qu'on a dans le secteur délimité 


| | © LCte-l1-F, j=1,.... pu. 

o ft) 
Mieux. étant donnée une demi-droite arg t — Cte dans ce secteur, la 
fonction vectorielle admet une limite finie quand le paramètre tend vers 0 
suivant la demi-droite. 

Nous ne démontrerons pas le théorème 7 (voir [229] et les remar- 
ques relatives au théorème 3), en nous bornant à en formuler une 
variante plus forte (cf. le théorème 3). 

Définissons d’abord la notion de famille de classes d’homologie 
évanescentes dans un point donné d'intersection de la droite avec 
le discriminant Z (cf. la définition du n° 11.1 C). Soit X, la fibre de 
la fibration de Milnor située au-dessus du point de la droite en lequel 
le paramètre est égal à {. Prenons sur la droite une demi-droite 
arg t — Cte et, pour tout t suffisamment petit appartenant à la demi- 
droite, choisissons une classe d’homologie © (t) € H,_;, (X,, Z) 
dépendant continûment de f. Nous dirons que les classes © (t) de 
cette famille sont évanescenites quand le paramètre tend vers 0 le 
long de la demi-droite si, pour tout { suffisamment petit, la classe 
© (t) appartient au noyau de l’homomorphisme naturel 

H,- (X?; Z)— H,_ ( U Xe Z): 
sEC0, t] 

Si une famille continue de classes d’'homologie est définie pour 
des paramètres appartenant au secteur, on montre sans peine que la 
propriété d’'évanescence de la famille ne dépend pas de la demi- 
droite dans le secteur. 


Théorème 7’ (voir [229]. Supposons que la famille continue de 
classes d'homologie soit définie pour des paramètres qui appartiennent 
au secteur. Supposons que chaque classe de la famille soit évanescente 
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quand le paramètre tend vers O le long d'une demi-droite choisie dans le 


secteur. Alors la limite de l'intégrale À o est nulle quand le paramètre 
o(t) 

tend vers OÔ le long de la demi-droite. 

Remarquons que l’existence d’une limite finie est une consé- 
quence du théorème 7. 

Corollaire du théorème 7’. L'intégrale d'une forme holomorphe 
suivant une famille de classes d'homologie évanescentes se développe dans 
chaque secteur en série 


> ah, alT (In t}?, 
où tous les a sont positifs. 


D. Fibration de Milnor d’un point critique. Soit un germe 
f : (C7, 0) —+ (C, 0) de fonction holomorphe ayant un point cri- 
tique isolé. C’est un déploiement trivial propre. Voyons ce que de- 
viennent, vis-à-vis d’un tel déploiement, les objets introduits dans 
les n®% précédents, à savoir la spécialisation f: Æ — S du germe et 
la fibration de Milnor associée f: X° —+ S”. 

Pour toute (n7 — 1)-forme différentielle holomorphe définie sur!X, 
ses intégrales suivant les classes d’une famille continue de classes 
d'homologie entières évanescentes définissent une fonction holo- 
morphe multiforme sur le disque pointé S”. La ramification de cette 
fonction qu'on observe lorsque le paramètre fait un tour de 0 se défi- 
nit par la transformation de monodromie en homologie, qui est en 
l'occurrence la monodromie classique (voir n° 2.1). Dans chaque secteur 
a argt<b la fonction en question se développe en série 
San, ate (In t)*. Dans cette série tous les exposants de puissance 


des paramètres sont positifs. De plus, chaque exposant est le quotient 
par 2ni du logarithme d'une valeur propre de l’opérateur de mono- 
dromie classique. Toute puissance du logarithme du paramètre 
dans la série est plus petite que la taille maximale des blocs jorda- 
niens de valeur propre correspondante de l'opérateur de monodromie 
classique (voir les théorèmes 7 et 7°). 

Soient sur ZX une n7-forme différentielle holomorphe n et une 
famille continue de classes d’'homologie entières évanescentes © (t), 
où t E S’. Sur la base de la fibration de Milnor, considérons la fonc- 


tion holomorphe multiforme | n/a. 
o(t) 


Théorème 8 (voir [229]). Dans chague secteur a < arg t < b la 
fonction indiquée se développe en série 


> Ah, at7 (In t}*. 
æœ,. k 
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La série est convergente si le paramètre est suffisamment petit en module. 
Tous les « sont des nombres rationnels. Chaque « est supérieur à —1. 
Chaque a est tel que exp (2nia) est une valeur propre de l'opérateur de 
monodromie classique en homologie. Un coefficient ax, , s'annule chaque 
fois que l'opérateur de monodromie classique n'a pas de blocs jordaniens 
de valeur propre exp (2nia) de taille égale ou supérieure à k — 1. 
Démonstration. On a d’après le lemme de Poincaré 


n = dv, 


où w est une (n — 1)-forme différentielle holomorphe. D'après la 
formule (3), p. 231, on a 


is = | 
ns .” LAS 


Le théorème résulte maintenant du théorème 6. 


Remarque sur l'application du lemme de Poincaré. On montre 
sans peine que À est une variété de Stein (voir la définition dans 
[143, 111]), d'où il ressort qu'on peut calculer les classes de cohomo- 
logie de X à l’aide des formes holomorphes (voir [317], [111, théo- 
rème 12.13]). Puisque X est contractile et la forme n, fermée, il 
existe sur X une (n — 1)-forme holomorphe & telle que n = do. 
On peut aussi démontrer le théorème 8 sans profiter du fait que X 
est une variété de Stein. En vertu du lemme canonique de Poincaré, 
il existe pour la forme n donnée une (7 — 1)-forme holomorphe &- 
définie dans un voisinage suffisamment restreint de l'origine de C?, 
telle que n = do. La formule (5) vaut à présent pour tout { suffisam- 
ment petit. Cette assertion suffit pour démontrer le théorème 8. 


Exemple. Soit f = x? + ... + zx. L'espace des classes d'ho- 
mologie évanescentes est engendré par un cycle évanescent. Soit 
6 (t) un cycle évanescent au-dessus de t dépendant continûment du 
paramètre. Quand le paramètre suit un chemin fermé autour de O, 
on a 6 (t)=> (—1)" © (t). Soit w une (7 — 1)-forme différentielle ho- 
lomorphe. Considérons la fonction holomorphe 7 ({) — wo. D'après- 

o(t) 
le théorème 6 


I (t)= > Gal; 
où les « sont entiers pour » pair et demi-entiers pour n impair. Dé- 
composons © en composantes homogènes &@,-1 + © + ... Puis- 
que le germe est homogène, l'intégrale | w, est égale à 0 sip —r# 


ott) 
est impair et à ap/otP/2 si p — nest pair. Calculons le premier coeffi- 
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cient a,/.. Avec t réel, il vient 


Î D(—VAyrsdm À 48, A dr, = 


O(t) 3j 


{ 4 
= > 4, | | am A .… A dzn/df) dt= >, A, Vol(D')t"2, 


0 o(:) 


où Vol (D") est le volume d'une boule de dimension n de rayon 1. 


$ 11. Intégrales oscillantes complexes 


En étudiant le comportement asymptotique des fonctions, on 
‘est souvent amené à envisager le comportement asymptotique des 
intégrales du type 


L'erfaip (x) dr, À ... À dx, 
T 


pour des grandes valeurs du paramètre t. Ici f, @ sont des fonctions 
holomorphes sur C"; l', une chaîne réelle de dimension 7 dans C'; 
+, un grand paramètre réel. La fonction f est appelée phase, la fonc- 
tion , amplitude. De telles intégrales sont appelées intégrales de la 
méthode du point selle ou du col. On trouvera dans [108] par exemple 
des problèmes types faisant intervenir de telles intégrales. 

La méthode du col employée pour l'étude de ces intégrales con- 
siste en ce qui suit. D’après la formule de Stokes, l'intégrale reste 
inchangée si l’on déforme la chaîne sans varier son bord. On déforme 
donc la chaîne. sans toucher à son bord, de façon à diminuer la va- 
leur de la partie réelle de la phase sur la chaîne (car c’est cette partie 
qui définit la valeur de l'intégrale quand le paramètre prend des 
valeurs positives élevées). On peut diminuer la partie réelle de la 
phase en déplaçant l’intérieur de la chaîne le long de la trajectoire 
du gradient de phase. On le fait jusqu’à ce que la chaîne ne rencontre 
des points critiques de la phase en lesquels le gradient s’annule. Les 
déformations poursuivies font décroître la partie réelle de la phase 
sur la partie de la chaîne qui ne rencontre aucun point critique, sans 
changer le maximum de la partie réelle de la phase sur la chaîne. 
L'étude du comportement asymptotique de l'intégrale se ramène 
désormais à majorer localement cette dernière dans les voisinages des 
points critiques de la phase rencontrés par la chaîne ou à majorer 
l'intégrale au voisinage du bord de la chaîne si le maximum est 
atteint sur le bord de la chaîne. 

La méthode du point selle comprend donc deux parties. La pre- 
mière partie — topologique — consiste à définir une chaîne con- 
venablement déformée. appelée contour selle. La seconde partie — 
analytique — prévoit la recherche des majorations de l'intégrale 
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suivant le contour selle dans les voisinages des points critiques de 
la phase et au voisinage du bord du contour selle (si la partie réelle 
de la phase passe par le maximum sur le bord de la chaîne). Dans les 
problèmes appliqués, le maximum de la partie réelle de la phase se 
situe généralement ailleurs que sur le bord de la chaïne. 

Le présent paragraphe est consacré à la partie analytique de la 
méthode du point selle : nous y étudions le comportement asympto- 
tique de l'intégrale de la méthode du point selle suivant une chaîne 
située dans un voisinage restreint d'un point critique isolé de la 
phase. disposée de telle façon que la partie réelle de la phase au bord 
de la chaîne soit plus petite que la partie réelle de la valeur critique 
de la phase. Nous montrerons que l'intégrale se développe alors en 
série asymptotique de la forme 


ets) ap, at (In t}. 


Nous montrerons que dans cette série les puissances du paramètre 
et celles de son logarithme sont liées à l'opérateur de monodromie 
(classique) en homologie de dimension (7 — 1) de la fibration de 
Milnor du point critique de la phase. Plus exactement, chaque expo- 
sant de puissance du paramètre est le quotient par 2xi du logarithme 
d'une valeur propre de l’opérateur de monodromie. et chaque expo- 
sant de puissance du logarithme du paramètre est plus petit que la 
taille maximale du bloc jordanien de l’opérateur de monodromie de 
valeur propre correspondante. 

Cette propriété de la série tient à ce qui suit. Le bord de la chaîne 
d’une intégrale de la méthode du point selle définit de façon natu- 
relle une famille continue d'homologies entières évanescentes dans 
les fibres de la fibration de Milnor (voir n° 11.1 B). Considérons une 
fonction sur la base de la fibration de Milnor, fonction définie par 
les intégrales suivant les classes de la famille de la forme 


Œ dr, À .-.. À dru/df, 


où f et qœ sont la phase et l’amplitude de l'intégrale de la méthode 
du point selle. Il se trouve que l'intégrale de la méthode du point 
selle est la transformée de Laplace (dans un sens à préciser) de la 
fonction considérée. La fonction elle-même se développe au voisinage 
de la valeur critique de la phase en série suivant les puissances frac- 
tionnaires de l'argument et suivant les puissances entières du loga- 
rithme de l’argument (théorème 8 du $ 10). Le lien entre ces puis- 
sances et l'opérateur de monodromie est indiqué dans ce théorème. 
Nous montrons qu'en faisant subir à cette série une transformation 
de Laplace terme à terme nous obtenons une série asymptotique pour 
l'intégrale de la méthode du point selle. 

Dans la deuxième partie du paragraphe nous étudions les inté- 
grales oscillantes de phase analytique étendues à R”7 en supposant 
que le support de l'amplitude est contenu dans un voisinage suffi- 
16-0826 
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samment restreint du point critique de multiplicité finie de la phase. 
On peut complexifier la phase pour l’assimiler à une fonction holo- 
morphe sur C” qui est réelle sur la partie réelle de l'espace complexe. 
On peut alors comparer le comportement asymptotique de l’inté- 
grale oscillante étendue à R" et celui des intégrales de la méthode du 
point selle de phase complexifiée. Nous montrons qu'il existe, au 
voisinage du point critique de la phase, un contour selle (dit réel) 
tel que le développement asymptotique de l'intégrale suivant ce 
contour soit le mème que celui de l'intégrale oscillante étendue à R". 
Cette proposition a deux conséquences. La première conduit à une 
nouvelle démonstration du théorème 3 du $ 6 du développement 
asymptotique d’une intégrale oscillante. La seconde explicite le sens 
géométrique des exposants de puissance du paramètre et du loga- 
rithme du paramètre dans le développement asymptotique de l'inté- 
grale oscillante : les exposants se définissent en termes de structure 
jordanienne de l'opérateur de monodromie classique de la complexi- 
fication du point critique de la phase. 

Dans la troisième partie du paragraphe nous considérons des 
intégrales de phase f (x) + g (y) et nous définissons leur comporte- 
ment asymptotique en fonction des intégrales de phases f, £. 

Les principaux résultats de ce paragraphe (théorèmes 1, 3 et 4) 
appartiennent à B. Malgrange [229]. 


11.1. Intégrales de la méthode du point selle. Soit une fonction 
1: (C", 0) — (C, 0) holomorphe au voisinage de son point critique 
à l’origine. Soit une chaîne T de dimension n située dans un voisinage 
restreint du point critique. Supposons que la partie réelle des valeurs 
de f soit négative au bord de F. Une telle chaîne est dite permise. 
Soit une n-forme différentielle holomorphe w définie au voisinage 
du point critique. Proposons-nous d'étudier le comportement asymp- 


totique de l'intégrale feu pour des valeurs positives élevées 
r 

du paramètre t. Une telle intégrale est appelée intégrale oscillante 

complexe, ou intégrale de la méthode du point selle. 

On dit que deux chaînes l'. l” sont équivalentes s'il existe, dans 
un petit voisinage du point critique, une chaîne V de dimension 
(nr + 1) telle que la partie réelle des valeurs de la fonction f soit 
négative sur la chaîne T — T” + 9V de dimension n (après simplifi- 
cations). 

Lemme 1. Soient T, l[”’ deux chaînes permises équivalentes. Alors 
pour T— +oo 


[ et{o — | etfo—=0(Tt-*) 


r r” 


pour tout N entier naturel. 
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Démonstration. Onal =!” + 9V + [”,oùuRefir<0. 


Donc | — | = | . mais la dernière intégrale est un petit à 
FT I Or’ 
décroissonce exponentielle. 
Nous allons poursuivre le développement asymptotique des inté- 
grales oscillantes complexes jusqu'aux termes petits devant T”\, 
où V est un entier naturel quelconque. 


Exemple. Soient f (x) = 2. © = dr. Un contour permis arbi- 
traire est équivalent à une combinaison linéaire de deux contours 
r,, l, de la figure 74. Les intégrales suivant l', et l', sont conjuguées : 


1 oo 
| ex dr =(1—et2i/s) | ét di={(.::.)T | e-* dr+o(t ”). 
J's 0 0 
Précisons les notions de contours permis et équivalents. 


A. Définitions précises. Supposons que la fonction f: (C”, 0) — 
— (C, 0) soit holomorphe à l’origine et admette un point critique 


Re x3<0 


Fig. 74 Fig. 75 


de multiplicité finie à l’origine. Considérons un couple de nombres 
positifs p. n. Soit S le disque {EE C||t|<n} et S- sa 
moitié gauche {€ S |Ret O0}. Soient ensuite X l’ensemble 
{EC | fGHES, Hzl<p}, ZX l'ensemble X ff"? (S°), 
X + l’ensemble X f\f-1 (t) (voir fig. 75). Supposons que le couple p, 
n soit permis pour le point critique (voir n° 10.3,A). 

Une chaîne l € C" de dimension nr est appelée permise sil E X, 
0 & X-. Deux chaînes permises F, l” sont dites équivalentes s'il 
existe une chaîne V © X de dimension (#7 + 1) telle que (F — FE" + 
+ dV) € X7. Les classes d'équivalence des chaînes permises par 
rapport aux opérations d’addition et de multiplication par un nom- 


16* 
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bre forment un espace vectoriel qui se confond par définition avec 
H, (X. X°). 


B. Développement en série. Associons à chaque élément [T]€ 
€ H, (X, X7) une famille de classes d'homologie réduites de dimen- 
sion (7 — 1) dans les fibres de la fibration de Milnor au-dessus de S-. 
A cet effet, considérons la suite exacte 


HO = Ha (X, X7) + ns (A) + Hns (À) +... 


Les nombres p, 1 sont permis. Donc, X est contractile, et 4 est l’iso- 
morphisme du groupe 4, (X. X-) et du groupe d'homologie réduit 
de dimension (7 — 1) de X-. 

La restriction de l'application f à X” = XX, est une fibration 
différentiable localement triviale (fibration de Milnor du point 
critique). En particulier, f: X-—> S- est une fibration triviale. 
Aussi les groupes d’homologie de X- sont-ils isomorphes à ceux d’une 
fibre quelconque au-dessus de S-. On a donc l'isomorphisme 


dt: Ha (X, À) + H,-1 (X 0) 


pour tout t E S-. Ici H,_1 (X,) est le groupe d'homologie réduit. 
Si Test une chaîne permise représentant un élément [T] € 4, (X, X-), 
on peut, en prenant le bord de F et en le déformant dans X- vers 
la fibre X,, obtenir le cycle représentant l'élément 0, [T] € H,_;, (X:). 
La famille de classes 9, [T] dépend continüment de t € S-. 

Dans l'exemple de la page précédente la fibre X, de la fibration 
de Milnor se compose des racines de l'équation 2° = t. A l'élément 
[T,]E A, (X, À”) correspond la famille de classes d’homologie 
4; [T1] de dimension 0. La classe 9, [T,] est représentée par le cycle 
20 — xl, où 2° est le point inférieur et x! le point de gauche de la 
fibre (voir fig. 74). 


Lemme 2. Soient w une n-forme différentielle holomorphe sur 
X,[TIEH,(X, À”). Alors 


TE Ÿ'e- ( | w/df) dt. (1) 
tn) 0 8_4tr) 


Ici t, est un petit nombre positif appartenant à S ; l'intégrale du second 
membre est prise suivant un segment d'axe réel. Le signe = indique 
que le second et le premier membre diffèrent d'un terme o(t-N) pour 
T—> +oo, où N est un nombre quelconque. 

Ce lemme établit un lien entre les intégrales de la méthode du 
point selle et celles des formes holomorphes suivant des familles 
de classes d'homologie évanescentes. L'intégrale d’une forme holo- 
morphe se développe en série suivant les puissances du paramètre 
et les puissances du logarithme du paramètre (voir $ 10). La for- 


& 11] INTÉGRALES OSCILLANTES COMPLEXES 245 


mule (1) permet un développement analogue pour une intégrale de 
la méthode du point selle. 

Démonstration. Choisissons une chaîne l représentant 
[l] de telle façon que dT € X-,,. On a alors pour toute (n — 1)-forme 
holomorphe œ sur X 


Lu Ï( | de/df) dt. (2) 


0 o,fr] 


En effet, l'intégrale du premier membre est égale d’après la formule 
de Stokes à l'intégrale de @ suivant 07. Le cycle OT représente 
0-1, IT]. Considérons une fonction 


J@= (+. 
04iT] 


Elle est holomorphe sur S- et tend vers 0 lorsque le paramètre tend 
vers 0 le long du rayon (voir théorèmes 4 et 7 du $ 10). Elle prend 
donc dans f, une valeur égale à l’intégrale de O0 à —f, de sa dérivée. 
Conformément à la formule (3) de la page 231, la dérivée de J se 
définit par l'intégrale de la forme dœ/df. La formule (2) est démontrée. 

Pour tout + donné il existe sur X une (n — 1)-forme holomorphe 
telle que dp = et/w (d'après le lemme de Poincaré). Maintenant 
la formule (2) appliquée à ç donne la proposition du lemme. 


Remarque. Tout comme le théorème 8 du $ 10, ce lemme demande 


une utilisation savante du lemme de Poincaré (voir la remarque sur 
la page 239). 


Théorème 1 (voir [229]). Soient w une n-forme différentielle holo- 
morphe sur X, [TIE H,(X, X-). Alors l'intégrale 


\ et (3) 
[TJ] 
se développe pour T—+ + en série asymptotique 
Ÿ ap ote (Int}. (4) 
a, À 


Ici le paramètre a parcourt un ensemble fini de progressions arithmé- 
tiques ne dépendant que de la phase et composées de nombres rationnels 
négatifs. Plus exactement, chaque x est tel que exp (—2nia) est une 
valeur propre de l'opérateur de monodromie classique du point critique 
de la phase. Le coefficient a;, , s'annule chaque fois que l'opérateur de 
monodromie classique ne comporte aucun bloc jordanien de taille égale 
ou supérieure à k + 1 de valeur propre exp (—2xic). 

La démonstration résulte de (1). L'intégrale intérieure dans le 
second membre de (1) se développe sur le demi-axe réel positif en 
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À bp, at (In t}}; (5) 


nous l'avons vue dans le théorème 8 du $ 10. Il est facile de voir 
qu'on peut obtenir le développement asymptotique de l'intégrale (3) 
en Calculant les développements asymptotiques des intégrales des 
différents termes de la série (5). Appliquant la formule canonique 


Ê e-ctte (in ty dt = (LE) ES) | (6) 
0 


da 12+1 


ds] 
où F(-) est la fonction gamma et | est mis au lieu de | , nous 
0 


obtenons la série (4). 


Remarque. La série (4) définit la série (5). L'étude du comporte- 
ment asymptotique des intégrales de la méthode du point selle se 
réduit donc à l'étude du comportement asymptotique des intégrales 
des formes holomorphes suivant les 
familles continues de classes d'homo- 
logie évanescentes. 


C. Exemple. Soit f = rH*1, et soit 
z = O un point critique de multiplici- 
té u. Choisissons des chaînes l,,...,1, 
qui engendrent une base dans 


Fig. 76 H, (X, X”). A cet effet, désignons 
par E1, ..., €u+1 les racines de 
l'équation zhfi = —1, où arg e; = x (2j — 1}/(u + 1), et posons FT, 


égale au segment e;+18,. voir fig. 76. Soit w, la forme zx!-! ax. 


Lemme 3. Pour 1< 1, j<uona 


et/oy = at®, 
[r ;) 
oùa=(e;,,—e)T(U(u+1))/(u+1), «= —1/(u+1), T(-)est la 


fonction gamma. 


Remarque. Une intégrale d'une forme «w arbitraire de phase 
z"+1 peut être réduite, au moyen de l'intégration par parties, à une 
combinaison linéaire d'intégrales de même phase des formes y, 
1—1,..., u. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont 
des séries formelles de 1/. 

Démonstration du lemme. Pour t négatifs, dési- 
gnons par Er (f), . .-., 2u+1 (t) les racines de l'équation at — 8, 
où argey(t) = x (2j — 1)/(u +— 1). Pour de tels t l'élément 9, [F;l 
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est représenté par le O-cycle &, (£) — e;1 ({). La O-forme «œ,/df 
est égale à la fonction x!-H-l/(u — 1). Par conséquent, 


À odf= (els ele AE 7Qu +1). (7) 
tr ;) 


Le lemme 3 résulte maintenant du lemme 2 et de la formule (6). 
Citons en conclusion une propriété importante des formes 1, ... 
. ©, de l'exemple. 


Lemme 4. Les formes w1/df. . ... w,/df engendrent une base en 
cohomologie évanescente dans chaque fibre de la fibration de Milnor. 
Mieux, 


det:{ | o/df) = Cut». 
LA 


ù1<j,1< pu. C, est une constante non nulle. 
Dé émo n str a tion. En vertu de la formule (7), il suffit 
de montrer qu'il n’existe aucun polynôme non nul P = &;x + . 
.. + a,tk qui prenne des valeurs égales aux points 81, .... €, 
Il est évident que P (e;) — = P (8,41) = (P (81) +. 
+ P (ei41))/(u + 1) = 0. Donc P = 0. 


Corollaire. On a 
det eo) = B,t-u/i, 
(CA 
où B, est une constante non nulle. 


Remarque. Nous montrerons plus loin, à l’aide du lemme #4 et 
de son corollaire, que pour tout point critique de multiplicité mu 
il existe des formes w@1, . .., ©, qui, après division par la diffé- 
rentielle de la phase, engendrent une base en cohomologie évanes- 
cente dans chaque fibre de la fibration de Milnor (voir théorème 1 
du $ 12). 


11.2. Intégrale oscillante comme cas particulier de l’intégrale 
de la méthode du point selle. Soit une fonction f: (C", 0) — (C, 0) 
holomorphe à l'origine et admettant un point critique à l’origine. 
Supposons que / prenne des valeurs réelles sur le sous-espace réel 
R"& C". Une telle fonction peut servir de phase tant pour une inté- 
grale oscillante étendue à R" que pour une intégrale de la méthode 
du point selle. Supposons qu'il existe au voisinage de l’origine une 
n-chaîne permise l pour laquelle 


eit/o dr = | eit{o dx (S) 
r 


LD 


|: Lo 
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pour quelconque à support contenu dans un voisinage suffisamment 
restreint de l'origine. Ainsi donc, toute intégrale oscillante est un 
cas particulier d’une intégrale de la méthode du point selle. 

Faisons trois précisions. Premièrement, l'égalité (8) a lieu à un 
terme près qui décroït plus vite que toute puissance du paramètre + 
quand T—> +oco. Deuxièmement, la chaîne permise pour une inté- 
grale de phase itf (et non de phase +f comme dans le n° précédent) est 
une chaîne telle que la partie imaginaire de jf est positive sur son 
bord. Troisièmement, l’amplitude œ doit être définie non seulement 
sur R" mais aussi sur F, c’est pourquoi l'égalité (8) a lieu pour des 
amplitudes de la forme #8, où 1 est une fonction holomorphe et 8 
une fonction différentiable à support borné contenu dans un voisi- 
nage suffisamment petit de l’origine, identiquement égale à { dans 
un voisinage encore plus petit de l'origine. 

D'après le théorème 1, le comportement asymptotique de l'inté- 
grale du second membre se définit en termes de structure jordanienne 
de l’opérateur de monodromie classique du point critique. Il en est 
donc de même pour le comportement asymptotique de l’intégrale du 
premier membre. Le fait que l'égalité (8) est établie seulement pour 
des amplitudes ç analytiques n'a pas d'importance ici (voir le lem- 
me 95 ci-après). 


A. Nouvelles définitions. La présence de i dans la phase de l'in- 
tégrale (8) nous contraint à modifier la définition de chaîne permise 
(cette nouvelle définition sera valable jusqu’à la fin de ce n°). Sup- 
posons que f admette un point critique de multiplicité finie à l'origi- 
ne. Reprenons les notations du n° 11.1 À et désignons par S* le 
demi-disque {t ES |Imt >0}. Soit À *' l'ensemble X ff"? (S**). 
Une chaîne l € X de dimension n sera appelée permise si dT € X*\. 
Deux chaînes permises seront dites équivalentes si elles définissent 


une même classe dans H, (X, X*'). L'intégrale \ eiw d’une 
J 


r 

n-forme holomorphe w suivant la chaîne permise T sera appelée 
intégrale de la méthode du point selle. Les intégrales prises suivant des 
chaînes équivalentes ont même développement asymptotique pour 
T—+ +o (lemme 1). Reformulons le théorème 1. 


Théorème 2. Soit w une n-forme différentielle holomorphe sur X, 
[T) E H,(X, X*). Alors l'intégrale | eit/w se développe pour 
[r] 
T— +oo en série asymptotique S\ ax, ,t® (In t)* qui possède les pro- 
priétés énumérées dans le théorème 1. 
B. Théorème 3 (voir [229]). Supposons que les valeurs de la fonc- 


tion f soient réelles sur le sous-espace réel. Il existe alors une classe 
[TR] E H,(X, X*') (appelée classe réelle) qui possède la propriété 
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suivante. Soit 6: C"—> R une fonction indéfiniment différentiable 
à support dans X, identiquement égale à 1 au voisinage de l’origine. On 
a alors pour toute fonction holomorphe : C" — C 


| eit/p0 dx, À ... A dr, & | eitfo dr, À\ ... /\ dx, 
R' (TR) 


à un terme de l'ordre de o(1"*) près pour N quelconque quand + —+ 
—> —+ 00. 


Corollaire des théorèmes 2 et 3 (voir le théorème 3 du $ 6). 
L'intégrale oscillante 


Lei az, À ... A dr, 

R? 
se développe en série asymptotique Va, ,%%® (In tT pour tT— —o 
si l'amplitude est de la forme décrite dans le théorème 3. Dans cette 
série le paramètre a parcourt un ensemble fini de progressions arithmé- 
tiques ne dépendant que de la phase et composées de nombres rationnels 
négatifs. Plus exactement, chaque « est tel que exp (—2nia) est une 
valeur propre de l'opérateur de monodromie classique du point critique 
de la phase considérée comme une fonction holomorphe. Le coefficient 
ar, « S’annule chaque fois que l'opérateur de monodromie classique n'a 
aucun bloc jordanien de valeur propre exp (—2xix) de taille égale ou 
supérieure à k + 1. 


Remarques. 1. Le lemme 5 ci-après permet de remplacer la con- 
dition imposée à l'amplitude dans ce corollaire par la condition 
exigeant que le support de l’amplitude soit contenu dans un voisi- 
nage suffisamment restreint de l'origine. 

2. Il serait intéressant de décrire toutes les classes réelles [TR] 
pour les différentes formes réelles d'une mème fonction holomorphe f. 

Nous avons vu au n° 9.2 un exemple de deux germes équivalents 
complexes de fonctions analytiques à indices de singularité diffé- 
rents. Les classes réelles correspondant à ces formes réelles sont 
disposées de façons différentes par rapport aux fonctions linéaires 
définies par les intégrales de la méthode du point selle sur Æ, (X, 
X*i). 

Démonstration du théorème 3. Nous allons 
construire la chaîne l'R représentant la classe [A], puis nous dé- 
montrerons le théorème pour l'r. La chaîne FR est une partie de 
l'espace réel R”, située dans X et ayant ses bords rabattus sur X+*i. 
Les bords sont rabattus le long des trajectoires du champ de vecteurs 
i-grad f. 

Avant de préciser la construction, donnons un exemple. Soit 
f = 2x; on voit la chaîne correspondante TR sur la figure 77, a. 
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Choisissons un r >> 0 suffisamment petit et considérons un champ 
de vecteurs différentiable £ sur X qui s’annule pour | x | < r/4 
et qui a la propriété & (Im f) > 0, & (Im f) > 0 pour x > r/2, voir 
fig. 77,0. 

Soit B, l'intersection d une boule | x | Sr et de R". Pour des 
s > 0 suffisamment petits, le difféomorphisme exp (së) définit dans 
X un disque B, (s) = exp (s#)(B,) dont le bord est dans X*{. Donc 


ei 


X B,(S) 
la 
A r/4 r/2 B,(0) 


8) b) 
Fig. 77 


B, (s) définit une classe dans 4, (X, X*') qui ne dépend manifeste- 
ment pas de s. Montrons que le théorème 3 est vérifié pour cette 
classe. 

Nous pouvons supposer que la fonction 8 soit à support dans une 
boule | x | < 3r/4 et que 8 = 1 sur une boule | x [| r/2 (la varia- 
tion de 6 en dehors de l'origine n'affecte aucunement le développe- 
ment asymptotique de l'intégrale oscillante). 

Maintenant, d'une part. les intégrandes des intégrales 


| eit/0 dx et | eit/q dx 
B,(s) B,(s) 
ne diffèrent que sur un compact dans ZX *', ce qui veut dire que la 


différence entre ces deux intégrales est exponentiellement petite. 
D'autre part. 


eit{6@ dx = [ (exp (sE))* [eit'6p dx]. 


B (s) B, 
Mettons l'intégrande de l'intégrale du second membre sous la forme 
ets (Bo), dr, À .-.. /\ dr». Alors pour un s>0 suffisamment 
petit 


a) Im f, > 0 sur B,. 

b) f, est sans points critiques sur B,X 0, 

C) fs = f. (Gr), = 6 sur B,4. . 

I1 découle de a), b), c) que les intégrales \ eit{Oq dx et 


B, 


[esse (0p), dr diffèrent d’une quantité o(t-") pour N quelconque 
B, 
quand tT—>-—+oo. Le théorème est démontré. 
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Prouvons un lemme exprimant les séries asymptotiques de l’inté- 
grale oscillante à amplitude différentiable par celles des intégrales 
à amplitude se présentant comme indiqué dans le théorème 3. 


Lemme 5. Soient 1, ..., q, des monômes qui engendrent une 
base sur R dans l'algèbre locale R{zx}/(0f/ôx), et soit la fonction 6 
la même que dans le théorème 3. Alors. pour toute amplitude diffé- 
rentiable q à support contenu dans un voisinage suffisamment petit de 
l'origine, on a pour tT—+ +o l'égalité des séries asymptotiques 


U 
\ eit/q dr & » Cy (T7!) [ eit{ p,6 dx, 
R? di R' 
où ca sont des séries formelles convenables de 1/+. 
Démonstration. Mettons ® sous la forme 


p= à a*p,0 + D h* ôf/ô7,, 


où les a* sont des nombres et les k* des fonctions différentiables 
à support borné. Alors 


| eit{o dx = > a* | eit/q,0 dr ++ | eit/ » (—1)"*10h*/0z, dx. 


Les al, ..., a“ sont les termes constants des séries c,(t”!). 

+ Cu (tt). En faisant subir à l'intégrale du second membre une 
transformation analogue à celle subie par l'intégrale initiale. on 
obtient les coefficients des séries formelles affectant t-!, et ainsi de 
suite. 


Remarque. On montre dans [275] que les séries {cx(t-1) — 
= Ÿ cit-?}, après division du j-ième coefficient par j!, deviennent 


convergentes pour des t suffisamment grands si l amplitude est de 
la forme décrite dans le théorème 3. 


C. Indices de singularité des points critiques simples et nombres 
de Coxeter. On doit à V. Arnold l’observation suivante (voir [9, 11]): 
les indices d'oscillation des points critiques simples des fonctions 
différentiables de trois variables s'expriment par la formule 


B—= —1—1/N, 


où V est le nombre de Coxeter du groupe correspondant engendré 
par les réflexions. Le théorème 3 explique l'intervention de dans 
cette formule. 


Proposition. Une intégrale oscillante de phase dépendant de trois 
variables et ayant un point critique simple se développe en série asymp- 
totique Ÿ a, t®%, où à sont des nombres rationnels de dénominateur égal au 


nombre de Coxeter du groupe correspondant engendré par les réflexions. 
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En effet, dans ce cas l’opérateur de monodromie est la transfor- 
mation de Coxeter du groupe correspondant (voir théorème 14 du 
$ 3), donc MN — ÎId. D’après le théorème 3, les « deviennent entiers 
après multiplication par 4. 


11.3. Intégrales oscillantes complexes de phase f (x) -— £ (y). 
Les séries asymptotiques des intégrales de phase f + g s'expriment 
par celles des intégrales de phases j et g, puisque l'exponentielle 
d’une somme est égale au produit des exponentielles des termes. 
On peut. en particulier, définir le développement asymptotique des 
intégrales de phase zk+1 + ... —+ xt! à partir du développement 
asymptotique des intégrales de phase zt+1 (voir n° 11.1,C). Ces 
expressions procurent une information non triviale sur le comporte- 
ment asvymptotique des intégrales de phase quelconque, car on ren- 
contre un point critique isolé quelconque dans le déploiement versel 
d'un point critique zt+! +... + 1ëti (pour un u suffisamment 
grand). Cela permet en particulier de démontrer un théorème impor- 
tant : étant donnés un point critique d'une fonction f de multipli- 
cité u, une collection suffisamment générale w:, . . .. w, de n-for- 
mes holomorphes et une base 6, (f). . .., Ô, (t), dépendant continü- 
ment de t, d'homologie entière évanescente au point critique. alors 
la fonction 


det? { wy/df) 
6 ;(1) 


n’est pas identiquement nulle au voisinage du point O0 € C. Mieux, 
elle s’annule à l’ordre pu (nr — 2) au point O (voir théorème 1 du 
$ 12; cf. le lemme 4). 


A. Théorème de Fubini pour les intégrales oscillantes. Soient 
f: (C", 0) — (C, 0) et g: (C', 0) —+ (C. 0) deux fonctions holomor- 
phes à l'origine de leurs espaces respectifs et admettant des points 
critiques de multiplicité finie à l’origine. Considérons la fonction 
Î _ £: (CS 0) —- (C, 0). 

La fonction f + g admet à l’origine un point critique de multi- 
plicité finie égale au produit des multiplicités des points critiques de 
f et de g. Soient © une #-forme holomorphe définie au voisinage de 
l'origine de C" et n une l-forme holomorphe définie au voisinage 
de l’origine de C!. Nous allons comparer les comportements asympto- 


tiques des trois intégrales | evo. | even, et+6)y A n en 


choisissant des chaînes d'intégration permises compatibles. 
Soient F, & C”, Fr, C! des chaînes permises pour les points 

critiques de jf et de g respectivement. Supposons que Re f kr, — 

= Reg lo, = —a, a2 > Reflr,, Re g ir, > —a pouruna >0 
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suffisamment petit (on peut toujours vérifier cette condition en pre- 
nant des chaînes équivalentes). Alors la chaîne F, «FF, € C"* 
est permise pour le point critique de la fonction f — g. On remarque 
sans peine que cette construction définit une application linéaire 
du produit tensoriel des groupes des classes d'équivalence des chaïi- 
nes permises pour les points critiques des fonctions f, g dans le 
groupe des classes d'équivalence des chaînes permises pour le point 
critique de la fonction f + g. On montre (voir [312] et aussi le 
théorème 9 du $ 2) que cette application est un isomorphisme. 


Remarque. La démonstration citée dans [312] est de nature topo- 
logique. On obtient une autre démonstration en faisant intervenir 
le théorème du déterminant formulé au commencement du n° 11.3 
(voir n° 13.3. E. ainsi que le corollaire 1 du lemme 6). 


Théorème 4 (voir [229]). On a 


| etf+8)w Â\ n = | eo | et&ën. 
TXPe T1 Ts: 


Le théorème 4 est une conséquence directe du théorème de Fubini. 


Corollaire. La série asymptotique de l'intégrale du premier membre 
est le produit des séries asymptotiques des intégrales du second membre. 


C. Intégrales de phase f = z“+i + ... — xt+1 (exemple d'appli- 
cation du théorème 4). La multiplicité du point critique de la fonc- 
tion ruti +... - xhtfest égale à u”. Construisons pu” chaînes 
T;,.. m de dimension nr (1< j1. - - -; jn LU) permises pour ce 
point critique. 

A chacune des chaînes F,, ..., F, € C indiquées au n° 11.1. Cet 
permises pour le point critique de z“+!, substituons une chaîne 
équivalente de façon à avoirzhtilsr = —1, 1/2> Re zhti]r,> — 1. 
Supposons que la chaîne l';,...,; € C" soit égale à T; xl... 
li. On voit sans peine que la chaîne l';. ji, €St per- 
mise pour le point critique de zhti+.., + zu+i, 

Désignons par &w;, avec j—(j;, .-.sJn), la forme zh" .n 
.æn"Îdz, A ... A dz,. Soit J l'ensemble des indices j = 
= (js. Set În) tels que 1< ÿ1 ts sp În < Le 


Lemme 6. 1. On a pour tous j, 1EJ 


k 
r -n L 
eo =Tl(u+1) Il (et, —ex)T ( ) j 
[T, Run 


où = (LL +... +1,)/(u +1); e,..., ei+1 sont les racines 
de l'équation zM*i = —1 (voir n° 11.1, C), T(-) est la fonction gamma. 
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On a 
det | el) = (p,}r" nu "/2, 
[r ;) 


où j, LE J; B, est une constante non nulle (voir corollaire du lem- 
me 4). 

Le lemme 6 est une conséquence évidente du théorème 4 et des 
lemmes 3, 4. 


Remarque. Une intégrale de phase zk+t + ... <+ ru+i d'une 
forme & quelconque se laisse réduire, au moyen de l'intégration par 
parties, à une combinaison linéaire d’intégrales de même phase des 
formes w,, L E J (voir lemme 5). 


Corollaire 1. Les chaînes T;, j € J, engendrent une base dans le 
groupe des classes d'équivalence des chaînes permises pour le point cri- 
tique de la fonction zut +... + zur, 

En effet, ces chaînes sont linéairement indépendantes (p. 2 du 
lemme 6) et leur nombre est égal à la multiplicité du point critique. 


Corollaire 2. On a 


det? ( | w/df) = Citu"m-2, 
10) 


où C, est une constante non nulle. 


Le corollaire 2 découle avec évidence du lemme 6 et de la for- 
mule (6), page 246. 


Remarques. 1. On voit sans peine que le corollaire 2 appliqué 
au point critique de zh+t + ... + xh+i est équivalent à l’asser- 
tion du théorème du déterminant formulé au début du n° 11.3. 

2. Le lemme 6 et ses corollaires s'étendent sans difficulté au cas 
du point critique de la fonction 2% + ... —+ z2n. 


$ 12. Intégrales et équations différentielles 


Dans ce paragraphe nous montrerons que les fonctions multi- 
formes définies par les intégrales d'une forme différentielle holo- 
morphe suivant des classes de familles d'homologie continues, éva- 
nescentes au point critique de la fonction holomorphe épuisent les 
solutions d'une équation différentielle linéaire homogène dont 
l'ordre n’est pas supérieur à la multiplicité du point critique. L’ana- 
lyse de ce phénomène conduit à la notion de connexion de Gauss- 
Manin dans une fibration de (co)homologies évanescentes associée 
à la fibration de Milnor du point critique. 

Nous démontrons d’abord le théorème du déterminant, d’où il 
découle, en particulier, l’existence de n-formes différentielles holo- 


& 12] INTÉGRALES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 255 


morphes dans C" qui, après division par la différentielle de la fonc- 
tion, engendrent une base de cohomologie dans chaque fibre de la 
fibration de Milnor du point critique de la fonction, puis la propo- 
sition sur l'équation différentielle formulée plus haut. A la fin du 
paragraphe nous étudions la connexion de Gauss-Manin. 

Nous introduisons la notion de singularité de Picard-Fuchs d'un 
point critique de multiplicité finie d'une fonction holomorphe 
(n° 12.2), ainsi que les notions de fibration de Milnor de (co)homologie, 
de section covariante constante de la fibration de (co)homologie, de 
section géométrique de la fibration de cohomologie (n° 12.3). 


12.1. Théorème du déterminant. Ce n° est construit autour du 
théorème 1 énoncé ci-dessous; il représente un des résultats fonda- 
mentaux sur les intégrales. 

Soit un germe f: (C", 0) —+ (C, 0) de fonction holomorphe avec 
un point critique de multiplicité u. Considérons une spécialisation 
jf: X— S du germe f et la fibration de Milnor associée à f (voir 
page 233). Choisissons dans les fibres de la fibration de Milnor des 
bases d’homologie entière Ô de dimension (7 — 1) dépendant conti- 
nûment du point de S. La base 6 dans la fibre au-dessus d’un point t 
de S sera notée 6, (ft), . .., 6, (t). (Notons que Ô est une fonction 
multiforme du point de S.) Considérons une collection quelconque 
de Lu n-formes différentielles holomorphes w1, . .., w, définies au 
voisinage de l’origine de C”. Supposons que l’espace X soit contenu 
dans le voisinage de définition des formes. Proposons-nous d'étudier 
les propriétés de la fonction 


detz: 1 ++ det? | { o/df), j,l=1,...,p. 
6 j(#) 


Théorème 1 (voir [354]). 1. La fonction det* est uniforme au voi- 
sinage de t = (. 

2. La fonction det* s’annule pour t = O à un ordre non inférieur 
à u (n — 2) (en particulier, si n > 1, la fonction det* est holomorphe 
pour t = 0). 

3. Si la collection de formes est suffisamment générale (les jets 
finis des formes en O € C" ne vérifient pas une relation analytique com- 
plexe déterminée), alors, pour t = 0, la fonction det* s'annule à l'ordre 
u (nr — 2). 


Définitions. 1. Une collection de formes w;,, . . .. w, est appelée 
trivialisation si, pour une (donc pour toute) famille de bases 61, . .. 
.. 04, la fonction det* n’est pas identiquement nulle. 
2. Une collection de formes @1, - -. ©, est appelée trivialisation 
de base si, pour une (donc pour toute) famille de bases 6,, ..., ô,, 
la fonction det* s’annule à l’ordre u (7 — 2) pour t = 0. 
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Corollaire du théorème 1. Tout point critique de multiplicité finie 
d'une fonction holomorphe admet une trivialisation; mieux, il admet 
une trivialisation de base. 


Remarques. 1. La première démonstration de l'existence d'une 
trivialisation est donnée dans [52], elle s'appuie sur les théorèmes 
(A), (B) de H. Cartan. 

2. Dans le n° 12.3 nous définissons la fibration de cohomologie 
de Milnor du point critique. C’est une fibration vectorielle dont la 
base se confond avec celle de la fibration de Milnor ordinaire. Elle 
a comme fibres les espaces vectoriels de classes de cohomologie des 
fibres de la fibration de Milnor ordinaire. La collection de formes 
appelée trivialisation (voir définition ci-dessus) définit une trivia- 
lisation de la fibration de cohomologie de Milnor au-dessus du voi- 
sinage du point { = 0. 

3. La notion de trivialisation ne dépend pas du choix de la spé- 
cialisation du germe (voir n° 10.3. À et remarque 3 au n° 10.3, B). 

4. On exhibe dans le corollaire 2 du lemme 6, $ 11, une collec- 
tion de formes qui est une trivialisation de base pour le point cri- 
tique de la fonction zV + ... + x. Le théorème 1 découle de 
l’existence d’une trivialisation de base pour le point critique en 
question. Voir la démonstration du théorème aux n°5 12.1,Cet 12.1. E. 
Dans les n°5 12.1, À et 12.1,B nous démontrons des propositions auxi- 
liaires relatives à la fonction det*. 

Avant de passer à la démonstration du théorème 1, formulons 
les propriétés des trivialisations. 

I. Si @1, . . . ©, est une trivialisation, les formes de Gelfand- 
Leray :1/df, . . © y/df engendrent des bases de cohomologie de 
dimension (n7 — 1) à coefficients complexes dans toutes les fibres de 
la fibration de Milnor du point critique 0 de f situées au-dessus d'un 
voisinage suffisamment petit de t = (0. 

II. Soient &. @1, .... ©, des n-formes différentielles holo- 
morphes définies au voisinage de l' origine de C'. Si @1. ..., o©ù 
est une trivialisation, alors, dans un voisinage pointé suffisamment 
petit de &£ = 0, existent des fonctions holomorphes uniques p:1. ... 
-.., Pn telles que 


| w/df= Ÿ p,(t) | o,/df 


ô(1) j ô(t) 


pour toute famille continue Ô de classes d’homologie entières de 
dimension (r7 — 1) dans les fibres de la fibration de Milnor du point 
critique 0 de la fonction f. Si de plus w;, ..., ©, est une triviali- 
sation de base, les fonctions p;, ..., p, admettent des prolonge- 
ments holomorphes en t = 0. 

La propriété Î étant évidente, démontrons la propriété II. Pre- 
nant comme Ô les familles 6;:, ..., Ôô, qui engendrent des bases 
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d’homologie dans les fibres de la fibration de Milnor, on obtient un 
système d'équations linéaires pour p:1, ..., p,. Son déterminant 
est non nul par définition d'une trivialisation. Résolvant le système 
par la règle de Cramer, on obtient les fonctions cherchées sous forme 
de quotients de paires de déterminants. Chaque quotient est holo- 
morphe pour t = 0 si w1, ..., ©, est une trivialisation de base. 


A. Propriétés élémentaires de la fonction det’. La fonction det? 
sera considérée non pas sur la base de la fibration de Milnor d'un 
point critique, mais sur la base de la fibration de Milnor d'un dé- 
ploiement versel de ce point critique, ce qui est plus commode. 

Soit %: (C7 x C*, 0 x 0) —+ (C, 0) un déploiement versel du 
germe f. Considérons la spécialisation G: À — S du développement 
du déploiement et la fibration de Milnor correspondante G: X° — S’ 
(pour les notations et les définitions, voir n° 10.3, A et fig. 73). 
Choisissons, dans les fibres de la fibration de Milnor, des bases d’ho- 
mologie entière de dimension (7 — 1) dépendant continüment des 
points de S’. La base dans la fibre au-dessus du point s € S” sera 
notée 61 (s), . .., Ô, (s). Soient @:1, .... w, des n-formes diffé- 
rentielles holomorphes sur X. Soit F: Æ — C une fonction holo- 
morphe représentant %ÿ. Les formes &:, ..., w, définissent sur 
chaque fibre de la fibration de Milnor des (7 — 1)-formes diffé- 
rentielles holomorphes w,/d,F, ..., w,/d.F (on fait la restriction 
des &1, ..., w, à des sous-espaces du type C* X y, puis on divise 
par d,F). Considérons sur S° la fonction 


et: s + det? | | o/d,F), OR EE Ce TE 
8 ;Cs) 


Lemme 1. La fonction det* est uniforme et holomorphe. 

Démonstration. Chaque élément de la matrice est une 
fonction holomorphe multiforme sur S” (théorème 5 du $ 10). Le pro- 
longement analytique le long d'un chemin fermé fait multiplier la 
valeur de det* par le carré du déterminant de l'opérateur de mono- 
dromie en homologie. L'opérateur de monodromie est non dégénéré 
et entier ainsi que son inverse. Par conséquent, le carré de son dé- 
terminant est égal à 1, d'où il découle que det* est une fonction uni- 
forme. 


Remarque. Pour n pair, déjà la fonction det est uniforme et holo- 
morphe. Il suffit de vérifier l’uniformité en faisant le prolongement 
analytique le long d'un petit chemin autour d'un point non singulier 
du discrminant dans la base du déploiement versel. Le déterminant 
de la transformation de monodromie correspondante est égal à celui 
de la transformation de Picard-Lefschetz; or, celui-ci est égal à 1 
pour n pair. 

D'après les définitions du n° 10.3, A, la base S” de la fibration de 
Milnor est le complémentaire d'une hypersurface dans le produit 


17 —0626 
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de boules $ = B} x B5. La différence 2 = SXS’ est appelée 
discriminant. 


Théorème 2 (voir [354]). La fonction det* est méromorphe à l'ori- 
gine de S; mieux, elle se laisse mettre sous la forme gh"”*, où g,h 
sont deux fonctions sur S holomorphes à l'origine, k étant la fonction 
dont les zéros définissent le discriminant (sans multiplicités). 

Démonstration. On a des coordonnées sur S: les para- 


mètres du déploiement y € B; et les valeurs u € B; de F. Pour un 
y donné, la droite des valeurs coupe le discriminant en u points 
(compte tenu des multiplicités). Quand la coordonnée y a une valeur 
générale, la droite des valeurs coupe le discriminant en pu points non 
singuliers distincts. Il suffit de montrer que la fonction det?/x"-? 
est holomorphe au voisinage de tels points non singuliers du discri- 
minant, car, en vertu du théorème de désingularisation de la fonc- 
tion, elle est alors holomorphe en tout point de S. Le fait que la 
fonction soit holomorphe au voisinage d'un point non singulier 
du discriminant se démontre par calcul explicite des intégrales 
suivant un cycle évanescent dans un point critique non dégénéré 
(voir l'exemple dans le n° 10.3, p. 239). 

Soit donc So — (Us, Yo) Un point non singulier du discriminant 
au voisinage duquel le discriminant est le graphe de la fonction 
u — u (y). Une fonction F (+, y) admet un point critique de valeur 
critique uw (y) dans X f}(C” x y), et ce point critique est non dégé- 
néré. Considérons l'opérateur de monodromie M sur un petit lacet 
autour du point (u (y), y) situé sur la droite des valeurs. C’est l'opé- 
rateur de Picard-Lefschetz de la « réflexion » dans la classe d’homo- 
logie d’un cycle évanescent pour s— s. Utilisant l'opérateur de 
monodromie, faisons un changement linéaire sur KR de toutes les 
bases 6, (s), . . ., ô, (s) à la fois pour tous les s situés dans un petit 
voisinage de s, (ce qui revient à multiplier det® par un nombre égal 
au carré du déterminant du changement). Si nr est impair, M admet 
un sous-espace de dimension (1 — 1) de vecteurs invariants et un 
sous-espace de dimension 1 de vecteurs anti-invariants engendré par 
la classe du cycle évanescent pour s—> s,. Comme nouvelle base, 
prenons 6, (s), . .., Ô, (s), où 6. (s) est la classe du cycle évanescent 
pour s — s, et les ô: (s), . . ., 6, (s) sont des classes quelconques for- 
mant une base de classes invariantes. Si x est pair, toutes les valeurs 
propres de l'opérateur M sont égales à 1, si bien que le sous-espace 
des vecteurs invariants est de dimension (u — 1). Prenons comme 
nouvelle base 6, (s), . .., Ô, (s), où 6. (s) est la classe du cycle éva- 
nescent pour s — Sp, Ô, (s) une classe d'homologie quelconque dont 
l'indice d'’intersection avec 6, (s) est égal à 1, et 6, (s), . .., Ô, (s) 
des classes quelconques qui forment avec 6, (s) une base de classes 
invariantes. 

Maintenant le théorème 2 résulte du lemme 2: 
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Lemme 2. Soit w une n-forme différentielle holomorphe définie 
au voisinage de l'origine de C" x C*; supposons que ce voisinage con- 
tienne l'espace X. Si n est impair, on a au voisinage de s, € Z les dé- 
veloppements 


o/d,F=(u—u(y))"/21P,(u, y), (1) 
Oilu, y) 
Ü w/d,F=P;(u, y), j=2,...p (2) 
6 ju, y) 
où P,,..., P, sont des fonctions holomorphes en ss. Si n est pair, 


on & au voisinage de So € À le développement (1), le développement (2) 
pour j = 3, ..., , ainsi que le développement 


@/dF = + (u—u (US EE pl (u, y)+ PA(u, y), (3) 
Oa(u, y) 


où P;, ..., P, sont des fonctions holomorphes en ss. 

Démonstration du lemme. La restriction de w 
à un sous-espace du type C” x y est fermée. D'après le lemme de 
Poincaré, il existe au voisinage de l'origine dans C" x C*“ une 
(n — 1)- forme holomorphe telle que la restriction de la différen- 
tielle de # à tout sous-espace du type C” X y se confond avec la 
restriction de w. D'après la formule (3) de la page 231, 


) 
w/d,F=— | Ÿ. (4) 
6 {u, v) 0 ;(u, v) 


Si le cycle 6; est invariant par M, alors, au voisinage du point 5, 
l'intégrale de Ÿ suivant 6, (u, y) est une ‘fonction uniforme et holo- 
morphe de (u, y) € SK Z. D'après le théorème 7 du $ 10, cette inté- 
grale admet une limite finie pour u — u (y) le long de la droite y — 
= Cte. Elle admet donc au voisinage de s, un prolongement holo- 
morphe à Z. Par conséquent, sa dérivée (4) admet elle aussi un pro- 
longement holomorphe à Z. Le lemme est démontré pour j = 3, 
4, ..., p et pour j = 2 avec n impair. 

Quitte à faire un changement holomorphe de variables x — 
= x (z, y), on ramène la fonction F (+, y) au voisinage d'un point 
critique non dégénéré de valeur critique u (y) à la forme z° +. 

+ 23 + u (y). Profitant du calcul fait dans l'exemple du 
n° 40. 3, D de la page 239, on obtient dans ces coordonnées 


| pu (y 2Q(u, y), (5) 
GiCu, y) 


où Q est une fonction holomorphe. Compte tenu de (4), le lemme est 
alors démontré pour j = 1 


17% 
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Des formules de Picard-Lefschetz il ressort que pour nr pairona 


p=+ PE | p+P(u, y), (6) 


Oatu, 1) OiCu, y) 
où P est une fonction uniforme au voisinage du point s, (on choisit 
le signe + ou — selon la parité de n#/2). Comme précédemment, P 
admet un prolongement holomorphe à Z. Le lemme vaut donc 
pour j = 2 avec n pair. Le lemme 2 et le théorème 2 sont démontrés. 


Corollaire 1 du théorème 2. Soient w:, . .., w, des n-formes 
différentielles holomorphes sur X. Supposons que la restriction de la 
fonction 


det2: 5 det? | | o/d,F). j=1,..., 1, 
6 js) 


à la droite y = 0 s'annule à l’ordre p (n — 2) à l'origine. La fonction 
det* peut s'écrire alors 
det? = gh"-2, 


où g est une fonction holomorphe sur S non nulle au point s = 0, 
et h une fonction holomorphe sur S dont les zéros définissent le discri- 
minant (sans multiplicités). Mieux, les formes w,/d,F, ..., w,/d.F 
engendrent alors des bases de cohomologie de dimension (n — 1) dans 
toutes les fibres de la fibration de Milnor du déploiement versel situées 
au-dessus des points de S suffisamment voisins de s = 0. 

En effet, l'intersection de la droite y — 0 avec le discriminant 
au point s = 0 est de multiplicité u. Donc, la restriction à la droite 
y = 0 de toute fonction définissant le discriminant sans multipli- 
cités s'annule à l'ordre u à l’origine. D’après le théorème 2, le quo- 
tient de la fonction det* par la puissance (7 — 2)-ième de la fonction 
définissant le discriminant est inversible à l'origine. La seconde 
partie du corollaire est évidente. 


Remarque. L'existence d’une collection de formes &@1, ..., © 
telle que la restriction de det* à la droite y = 0 s'annule à l'ordre 
u (7 — 2) à l’origine est démontrée au n° 12.1, E. 


Corollaire 2 du théorème 2. Soient w1, . .., w,, © des n-formes 
différentielles holomorphes sur X. Supposons que la restriction de la 
fonction 

det®: s— det° | /d,F) JT sea le, 
& ;(s) 


à la droite y = 0 s'annule à l'ordre p (n — 2) à l'origine. Il existe 
alors, au voisinage de l'origine de S, des fonctions holomorphes (uni- 
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ques) Pi, . . ., P, telles que 
| w/d,F = > Ps (s) | w;/d,.F 


Ô(s) j Ô(s) 


pour toute famille Ô d'homologie entière de dimension (n — 1) dans les 
fibres de la fibration de Milnor du déploiement versel. 
Voir la démonstration du corollaire 2 du théorème 1. 


B. Coefficients du développement en série de l'intégrale d'une 
forme suivant les classes de familles d’homologie évanescentes. Ces 
coefficients ne dépendent que du jet fini de cette forme et sont cha- 
cun une fonction holomorphe du jet. Plus exactement, on a le lemme 
que nous allons énoncer. 

Soit f: (C7, 0) — (C, 0) une fonction holomorphe à l'origine 
et ayant un point critique de multiplicité finie à l’origine. Soit 
© = gdr À\ ... /\ dr, une n-forme différentielle holomorphe 
à l'origine. Soit 8 (1) € H,-: (X 4; Z) une classe d'homologie dépen- 
dant continüment d’un paramètre dans la fibre X, de la fibration de 
Milnor du point critique 0 de la fonction f. D'apres le théorème 8 
du $ 10, il existe dans chaque secteur d’un petit voisinage de t — 0 
un développement 


| w/df= X an at# (int) (7) 


ô(!) k,a 
où les « ne dépendent que de f et ne dépendent pas de ©, 6. 


Lemme 3. Pour k, a quelconques le coefficient a;,. ne dépend que 
du jet fini de g en O0 € C'" et esi une fonction holomorphe de ce jet. 


Corollaire. Chaque coefficient de la série de Laurent au point t — 0 
de la jonction det* du théorème 1 ne dépend que des jets finis des formes 
@1, - - ., ©, en 0 € C" et est une fonction holomorphe de ces jets. 

Démonstration du lemme. Soit J,; un idéal dans 
C ({ï1, +. ., æn)) engendré par les fonctions CIULTE .. ., Of/0x,. 
Soit un entier naturel N. Pour démontrer la première partie du lem- 
me, il suffit de montrer que pour g € (J,)°\ tout exposant a dans la 
série (7) est plus grand que V — 1. Ici (J,)°N est l'idéal engendré 
par les produits 2W-uples des éléments de J,. En effet, J y Contient 
une certaine puissance de l'idéal maximal (car le point critique est 
de multiplicité finie). Aussi (J,)?N contient-il lui aussi une certaine 
puissance de l'idéal maximal. Pour toute fonction g de cette puis- 
sance de l'idéal maximal chaque « de la série (7) est plus grand que 
N — 1. 

Montrons que pour g € (J,)*\ tous les & de (7) sont plus grands 
que Ÿ — 1. Raisonnons par récurrence. La proposition est vérifiée 


pour N = 0 (théorème 8 du & 10). Soit g — À h, df/ôx,, où h, € 
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€ (J,)°N-1. Alors, d'après la formule (3) de la page 231, 
L | w/af= | D(—1) 0h02, du, À ..… À dæuldf, 
ô(t) ô(+) 


où ôh;/ôx; E (J,)2N-2. D'après l'hypothèse de récurrence, le déve- 
loppement en série de l’intégrale du second membre commence par 
un terme de degré supérieur à V — 2. Donc, la série de l'intégrale 
de la ns w/df commence par un terme de degré plus grand que 

La seconde partie du lemme découle naturellement de l’assertion 
évidente : étant donnée une fonction méromorphe qui dépend holo- 
morphiquement des paramètres, chaque coefficient de sa série de 
Laurent est une fonction holomorphe des paramètres (voir la dé- 
monstration du théorème 2 du $ 10). 


C. Début de la démonstration du théorème 1. La première et 
la deuxième partie du théorème sont des conséquences du lemme 1 
et du théorème 2. D’après le corollaire du lemme 3, pour prouver la 
troisième partie du théorème 1, il suffit de démontrer l'existence 
d’au moins une collection de formes telle que det* s’annule à l'ori- 
gine à un ordre non supérieur à u (n — 2). L'existence se déduit du 
corollaire 2 du lemme 6, $ 11, voir n° 12.1, F. Démontrons d’abord 
une proposition auxiliaire. 


D. Un point critique de multiplicité u se rencontre dans un dé- 


ploiement versel du point critique de la fonction x + ... + zn 
pour Nu + 2. Plus exactement, on a le 


Lemme 4. Supposons que f: (C", 0) —+ (C, 0) soit une fonction 
holomorphe à l'origine et ait un point critique de multiplicité p à 
l'origine. Alors pour tout N > u + 2 il existe un polynôme 


P (x, cs Lno ô, Eggs En) = Q (ZX es Zno Ô) + 2 (1+e;) 27, 
= 


tel que 

1) pour Ô Æ 0 et e1, ..., eh fixés, la fonction P: C" + C et la 
fonction f sont équivalentes au voisinage de 0; 

2)on a Q (x, ..., Zn, 0) = 0; 

3) il existe des Ô, &1, . . ., &, aussi petits en module que l'on veut, 
tels que l'hypersurface {x € C" | P (x, 6, e) = 0} soit non singulière en 
tout point sauf à l'origine. 


Corollaire. Soit ÿ un déploiement versel du germe de fonction 
aN + ... + xN à l'origine. Soit À le germe de l'ensemble des va- 
leurs des paramètres de ÿÿ telles que ÿ; possède un seul point critique 
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de valeur critique nulle et que ce point critique soit équivalent au point 
critique 0 de la fonction f. Alors A est non vide pour N > u + 2. 

Le corollaire a toujours lieu, car le déploiement indiqué dans le 
lemme 4 peut toujours être induit du déploiement versel. 

Démonstration du lemme. Prenons comme Q un 
polynôme fw+1 (ÔZ1, - - ., ÔTn), OÙ fn+1 (Tir + + -, Tn) est le poly- 
nôme de Taylor de f de degré N + 1 à l'origine. D’après le théorème 
de la détermination finie (voir Première partie, $ 6), toute fonction 
est équivalente, dans un voisinage de son point critique de multi- 
plicité , à son polynôme de Taylor de degré u + 1. Le p. 1 du lemme 
est donc démontré. Le p. 2 se démontre par analogie au lemme 1 
du $ 6. 


E. Il existe au moins une collection de formes telle que la fonction 
det* du théorème 1 s’annule à l’origine à un ordre non supérieur 
à (nr — 2). Une telle collection a été exhibée pour le point criti- 
que du type zŸ + ... + zN dans le n° 11.3 C (voir corollaire 2 
du lemme 6, $ 11). Un point critique quelconque de multiplicité 
finie se rencontre dans le déploiement versel de points du type 
IN +. + zN. Donc, les fibres de la fibration de Milnor d'un 
point critique quelconque se plongent dans les fibres de la fibration 
de Milnor du déploiement versel d'une somme de puissances. Ce 
plongement induit un plongement monomorphe de classes d’homolo- 
gie évanescentes. Les formes de la collection exhibée pour la somme 
de puissances se laissent intégrer suivant les classes d’'homologie 
évanescentes dans le point critique de multiplicité finie en question. 
Nous nous proposons de montrer qu'on peut prendre comme collec- 
tion de formes pour le point critique étudié une partie de la collec- 
tion exhibée pour la somme de puissances. Voyons les choses plus 
en détails. 

Soit N > u + 2. Considérons un déploiement versel %: (C' x 

x C,0 x = — (C, 0) du germe à l’origine de la fonction zŸ + ... 

.. + zŸ. Considérons une spécialisation G: X — S du développe 
ment de ÿt et la fibration de Milnor correspondante G: X’—+ S”. 

Soit J l'ensemble des multi-indices j = (ÿ1, . .- ., jn), où 1 < 
< j1, + + + ÎÏn EL N. Le cardinal de J est égal au nombre de Milnor 
b' du point critique de la fonction z* +. + aN, n° — 

— (N — 1)". Considérons sur X des n-formes différentielles holo- 
morphes &;, j € J,où wo; = zn-1... mn! du |... | dtn. Sup- 
posons que soit définie, dans les fibres de la fibration de Milnor 
G: X°'— S”, une base 6 (s), ..., 6, (s) d'homologie entière de 
dimension (n — 1) dépendant continôment du point s € S’. Consi- 
dérons sur S”’ la fonction 


det?:5 > det? { | w;/d,F) : 
67(s) 
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Conformément au théorème 2, cette fonction est uniforme et holo- 
morphe et est une fonction méromorphe sur S$ = S” |} Z. D’après 
le corollaire 2 du lemme 6, $ 11 et le corollaire 4 du théorème 2, 
on peut écrire la fonction det* comme det* = gh"-*, où g est une 
fonction holomorphe sur $ non nulle au point s = 0, et À une fonc- 
tion holomorphe sur S dont les zéros définissent le discriminant (sans 
multiplicités). 

L'espace S (la base de la spécialisation) est un produit de boules 
Bi x Bñ (les coordonnées sur Bn, Bà étant u et y respectivement). 


Soit À l'ensemble des y € B° pour lesquels une fonction F (:, y) 


OxA (u, Yo) 
(0,Yo) (0,0) 


Fig. 78 


n’admet sur X f}(C" x y) qu’un point critique unique de valeur 
critique 0, ce point étant équivalent au point critique de la fonc- 
tion f (Fest représentant de ÿ; sur X). D'après le lemme 4, l’ensem- 
ble A est non vide. 

Soit yo E À. Soit (1°, yo) le point critique de F (+, y,) de valeur 
critique 0. Choisissons un p” > 0 et désignons par Yu. le Ssous- 
ensemble des points de la fibre X4,.,, de la spécialisation dont la 
distance de (x°, y,) est plus petite que p° (fig. 78; comparer avec 
fig. 73). Si p’ est suffisamment petit et si n° > 0 est suffisamment 
petit par rapport à p’, alors l'ensemble U Yu Æ0,|u|< 7, 


et la projection naturelle Yu, > (u, yo) forment la fibration 
de Milnor du point critique (x, y,) d’une fonction G (:, yo): C" x 
X Yo > C X ÿo. La fibre Yu.) de cette fibration est homotopique- 
ment équivalente à un bouquet de u sphères de dimension (n — 1). 
Le plongement Y{u.ye) C- Xtu.y induit, d'après le théorème 2.1, 
un monomorphisme de classes d’homologie de dimension (nr — 1). 
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Faisons, sur la droite y = y,, au voisinage du point (0, y), 
un changement linéaire sur R de toutes les bases 6, (s), . .., ô,: (s): 
à la fois, de telle façon que 

1° les u premiers éléments des bases de la nouvelle famille soient 
évanescents pour (u, Yo) > (0, yo) (i.e. soient des bases d’homologie. 
de dimension (7 — 1) des fibres Y’4,,,,; de la fibration de Milnor du 
point critique (x°, y,) de G (-, ÿYo)): 

2° les up” — pu derniers éléments des bases de la nouvelle famille 
appartiennent au sous-espace des racines de valeur propre 1 de l’opé- 
rateur de monodromie engendré par le chemin autour de (0, y,) 
le long de la droite y = y. 

Une telle base existe, parce que le sous-espace 4,_; (Yu) € 
€ Hn-1 (X(u.yo)) eSt invariant par l'opérateur de monodromie indi- 
qué et que l’action de cet opérateur de monodromie sur l’espace quo- 
tient est triviale (en effet, 


Hi (Xçu, vo) ns (ou, ve) = ni (À (0, v03))- 


Considérons la restriction de det* à la droite y = y,. Changer la 
base revient à multiplier la fonction det* par le déterminant du chan- 
gement. La restriction de det* s’annule à l'ordre u (7 — 2) pour 
u — 0. En effet, quand on fait bouger une fonction F (+, y,), son 
point critique (1°, y,) se sépare en pu points critiques non dégénérés, 
et la fonction det* s’annule à l’ordre #7 — 2 en tout point non singu- 
lier du discriminant. 

Il s’agit de prouver l'existence, dans la matrice 


wy/d.F), 1, jEJ, 
Oj(u, yo) 


d’un mineur de taille u situé dans les u premières lignes et s’annulant 
pour u — 0 à un ordre non supérieur à u (7 — 2)/2 (les u premières 
lignes contiennent les intégrales suivant les 1 premiers éléments de 
la base d’homologie). 

L'existence d'un tel mineur résulte des deux remarques sui- 
vantes : 


1° on a det = > A'A', où Z & J est un sous-ensemble de y élé- 
1 


ments, À’ un mineur de taille u situé dans les a premières lignes et 
+ . 1 ? e » . 
dans les colonnes à indices dans 7, et À le complémentaire algébrique 
de A: 
e 1 » #® e 

2° pour tout Z, le mineur A’ se développe en série suivant les 
puissances du paramètre u et suivant les puissances du logarithme 
de u, toutes les puissances de u dans cette série étant non négatives. 

La première remarque constitue le théorème du développement 
du déterminant suivant les mineurs des u premières lignes. La seconde 
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remarque résulte du théorème 6, $ 10, et de la formule (3) de la 
page 231, en raison du choix des u’ — u derniers éléments de la base 
d’'homologie. 

Le théorème 1 est démontré. 


12.2. L'intégrale est solution d’une équation différentielle li- 
méaire ordinaire homogène avec un point singulier régulier. 


A. Intégrales d'une forme unique. 

Théorème 3. Soit f: (C", 0) —> (C, 0) une fonction holomorphe 
à l'origine, avec un point critique de multiplicité finie à l'origine. Soit 
© une n-forme différentielle holomorphe définie au voisinage de l'ori- 
gine de C". Existent alors et sont uniques, dans un voisinage pointé 


suffisamment restreint de O € C, des fonctions holomorphes p;, ..., pl 
telles que l'équation différentielle ordinaire 
IO + pi +... + pil =0 (8) 


possède la propriété suivante : toute solution de (8) est une combinaison 
linéaire de fonctions multiformes holomorphes de type 


1@= | waf, (9) 
&t) 
où Ô est une famille continue quelconque de classes d'homologie entières 
de dimension (n — 1) dans les fibres de la fibration de Milnor du point 
critique O de f. 


Définition. L'équation (8) est appelée équation de Picard-Fuchs 
de la forme «. 


Exemple. Soit f un polynôme quasi homogène de type (1, ... 
+. + Œn), de poids 1. Soit « une n#7-forme différentielle polynomiale 
quasi homogène de type (&:1, . .., &,), de poids r. Cela signifie que, 
par rapport aux homothéties 


Lx (Zi 2n) me (z,,..., Anz,), À EC, 
le polynôme f et la forme « possèdent les propriétés 
fog = M, go = Vo. 


Supposons que f ait un point critique isolé à l’origine et qu'il existe 
au moins une classe d'homologie évanescente au point critique de f 
telle que l'intégrale de w suivant cette classe soit non nulle. Alors 


dlldt = (r—1)1/t 


est l'équation de Picard-Fuchs de w. En particulier, pour f — r° +... 
... + zh, l'équation 


al/dt = (n/2 —1)1/t 
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est l'équation de Picard-Fuchs de la forme dr; À ... /\ dr,. En 

effet, gX (w/df) = À'-lw/df. Les homothéties g, induisent un iso- 

morphisme des classes d’homologie des fibres de la fibration de 

Fe Toutes! les intégrales de la forme w/df sont donc de type 
te-{—. 


Remarque. On montre (à l’aide du corollaire 4 du théorème du 
déterminant) que l'ordre de l'équation de Picard-Fuchs de toute 
forme suffisamment générale est égal à la multiplicité du point cri- 
tique. 


Démonstration du théorème. Soit 6,:(t),... 
..., ÔL(t) une base d'homologie entière de dimension (nr — 1) 
dépendant continüment de ?{ dans la fibre de 1la fibration de Milnor 
du point critique de la fonction f. Considérons une fonction vecto- 
rielle multiforme 


(= | | w/df, ..…, | w/df). 


Bit) 6,(#) 


Pour k entier naturel quelconque, désignons par L, (t) & C" le sous- 
espace engendré par les vecteurs Z (t), I) (t), ..., I) (t). Le sous- 
espace L, (t) dépend du choix de l'argument de t. Or, sa dimension 
est indépendante du choix de l'argument de t (changer l'argument 
revient à multiplier tous les vecteurs par l'opérateur de monodro- 
mie). Les sous-espaces Z;(t) ont même dimension pour tout { suffi- 
samment petit en module. En effet, la dimension d'un sous-espace 
est la taille du plus grand mineur non nul de la matrice dont les 
éléments sont les coordonnées des vecteurs engendrant le sous-espace. 
D'après le théorème 8 du $ 10, les mineurs de la matrice composée 
des coordonnées des vecteurs Z, (1), ..., [*) se développent en 
séries au voisinage de £ = 0. Donc, si un mineur n'est pas identique- 
ment nul, il ne s’annule pas dans un voisinage pointé suffisamment 
restreint de é = 0. Soit maintenant L le plus petit entier pour lequel 
le vecteur Z()(t) est une combinaison linéaire de vecteurs J (t), 
1 (t), ..., IU-D (4) pour tout ft suffisamment petit en module. 
Il vient 

TD (8) + pa (E) 10-0 (0) + + pre) 1 (= 0 (10) 
où les p1, ..., p, sont des fonctions holomorphes dans un voisinage 
pointé de 0. Ce sont des fonctions uniformes, car changer l'argument 
de t revient à multiplier la fonction Z et ses dérivées par l'opérateur 
de monodromie. Par construction, chaque coordonnée de Z est solu- 
tion de l'équation (10), et les combinaisons linéaires des coordonnées 
engendrent l'espace des solutions de dimension l. Le théorème est 
démontré. 


Corollaire. L'ordre de l'équation différentielle (8) est non supérieur 
à la multiplicité du point critique O de la fonction f. 
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Définition. Soit 20) + p,10-N + ,,. + p,l = 0 l'équation 
différentielle à coefficients holomorphes définis dans un voisinage 
pointé de { = 0. On dit que le point t = 0 est un point singulier 
de l'équation si un au moins des coefficients est sans prolongement 
holomorphe en { = 0. On dit quet = 0 est un point singulier régulier 
de l'équation si le point { = 0 est singulier et si tout coefficient de 
l'équation se laisse écrire p; = P;/t?,j = 1, ..., l, où les fonctions 
P;, ..., P, sont holomorphes en t = 0. 


Exemple. Soient f, w les mêmes que dans l'exemple précédent. 
L'équation de Picard-Fuchs de w a pour { = 0 un point non singu- 
lier si r — 4 et un point singulier régulier si r 5 1. 


Théorème 4 (voir [77]). Pour que le point singulier t = 0 soit un 
point singulier régulier de l'équation différentielle I) + p,lt-D +... 
... + pl = 0, il faut et il suffit qu'une solution arbitraire de cette 
équation dans un'secteur quelconque a << arg t << b ne croisse pas pour 
t—> OÔ plus vite que de façon exponentielle: I (t) = o(t-\) pour un 
certain N. 


Corollaire. Pour l'équation de Picard-Fuchs d'une forme diffé- 
rentielle holomorphe (voir (8)) le point t = 0 est ou bien non singulier, 
ou bien singulier régulier. 

En effet, voir le théorème 7 du $ 10. 

Idée de la démonstration de la suffi- 
sance. On procède par récurrence sur L. Pour ! — 1 le théorème 


est vérifié, car 1 = Cte.e” rt. Supposons que la suffisance soit 
démontrée pour L = m; démontrons-la pour ! = m “+ 1. Première- 
ment, l'équation initiale a une solution du type Z,(t) = t“q (t), 
où « € Cet p est une fonction holomorphe pour { = 0. En effet, si 
J;, ..., Tm+1 est le système fondamental de solutions, on peut 


prendre comme J, le vecteur propre à c;1, de la transformation de 
monodromie des solutions (& et la valeur propre À sont liés par la 
relation À = eZfia), Deuxièmement, t?7()/7, est une fonction holo- 
morphe pour j quelconque. Troisièmement, quitte à faire le change- 


ment Z{ = 7, | J dt, on ramène l'équation donnée à une équation 
linéaire homogène d'ordre m. Les coefficients de cette nouvelle 


équation se définissent explicitement à partir des coefficients de 
l'équation initiale et des expressions du type /{/7,. Par hypothèse 
de récurrence, la nouvelle équation a un point singulier régulier. 
Revenant à l'équation initiale et utilisant les expressions explicites 
des coefficients, on s'assure que le point singulier de l'équation est 
régulier. | 

Idée deladémonstration de la nécessité. 
Quitte à faire le changement y, = 7, ya = 114), ..., y, = 
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= {!-1J0-1, on ramène l'équation initiale à un système d'équations 
linéaires homogènes d'ordre 1: dy/dt — Ay, où la matrice 4 a un 
pôle d'ordre 1 pour t — 0. Maintenant la nécessité résulte du théo- 
rème 6 que nous verrons au n° 12.2, F ci-dessous. 

L'équation de Picard-Fuchs décrit les intégrales d'une seule 
forme. Nous allons considérer un système d'équations différentielles 
définissant les intégrales des formes engendrant une base en homolo- 
gie évanescente. Un tel système fournit de l'information non seule- 
ment sur les formes, mais aussi sur le point critique de la fonction. 


B. Intégrales de formes engendrant une base en cohomologie 
évanescente. Soit f: (C', 0) + (C, 0) une fonction holomorphe au 
point 0 € C" ayant un point critique de multiplicité u en 0. Soient 
O1, + «+, ©, des n7-formes différentielles holomorphes définies au 
voisinage de 0 € C" et formant une trivialisation pour le point cri- 
tique 0 de f (voir page 255). 


Théorème 5. ZI existe dans un voisinage pointé suffisamment petit 
de O E C une matrice u X u et une seule À de fonctions holomorphes, 


æ 


telle que le système dir différentielles ordinaires 


= _S AIX, j=1....,p, (11) 
h=1 
possède la propriété suivante : toute solution de (11) est une combinaison 
linéaire de fonctions vectorielles du type 


1 (= | | w,/df. ..., \ w,/df) (12) 
ô(1) o(1) 
où Ô est une famille continue quelconque de classes d'homologie entières 
de dimension (n — 1) dans les fibres de la fibration de Milnor du point 
critique O de la fonction f. 


Définition. Le système Ge est appelé équation de Picard-Fuchs 
de la trivialisation &w:, . .., wy 

Démonstration ‘du théorème. Analogue à celle 
du théorème 3. 


Remarque. Les coefficients de la matrice À sont méromorphes 
en t — O0 d’après le théorème 8 du $ 10. 


Exemple d'équation de Picard-Fuchs d'une trivialisation. Soit 
f= ti +... + ztl, Soit w;, j € J, la collection de formes 
définies à la page 253. "Ces formes constituent une trivialisation pour 
le point critique de la fonction f (corollaire 2 du lemme 6, $ 11). 
L'équation de Picard-Fuchs de cette trivialisation est le système 


= (+ + (u+1)—1) Te JET. 
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C. Réseau dans l’espace des solutions. Dans l'espace vectoriel 
des solutions de l’équation de Picard-Fuchs d'une trivialisation, il 
existe un réseau d'’entiers privilégié de dimension u. Une solution 
de l'équation appartient à ce réseau si elle est de la forme (12), i.e. 
si ses coordonnées sont des intégrales suivant une famille de classes 
continues d’homologie entières. Le réseau possède deux propriétés : 

4. Une base sur Z du réseau est une base sur C de l'espace com- 
plexe de dimension u de toutes les solutions du système. 

2. L'opérateur de monodromie des solutions (i.e. l'opérateur 
linéaire dans l’espace des solutions engendré par le prolongement 
analytique des solutions le long d'un chemin qui entoure une fois 
le point t — 0 dans le sens antihoraire) et son inverse préservent le 
réseau. 

Soient V l’espace des solutions, V> le réseau, M l'opérateur de 
monodromie. Les propriétés 1 et 2 s'’écrivent alors: 


V= Vz@2C, M (Vz) = M°i(Vzr) = Vz. 


La propriété 1 revient à dire que l’image naturelle du groupe 
Hh-1 (X:, Z) dans H,-1 (X;, C) forme un réseau d'entiers de di- 
mension u dont la base sur Z est une base sur C dans #,-_, (X,, C) 
(ici X, est une fibre de la fibration de Milnor du point critique 0 
de la fonction f). La propriété 2 revient à dire que l'opérateur de 
monodromie opérant sur Ï,.-1 (X,, C) préserve l’image du groupe 
H, -: (X 2, Z). 

Définissons le sous-espace réel dans l’espace des solutions comme 
un espace vectoriel réel engendré par le réseau: Vr = V: @ zkR. 
L'espace V de toutes les solutions du système est le complexifié 
du sous-espace réel: V — Vr @® iVR, &* = 1. Cette décomposition 
définit le passage au conjugué complexe dans Y. 


Remarque. La confrontation des comportements asymptotiques 
des solutions et de l'opération de passage au conjugué complexe con- 
duit à la notion de structure de Hodge mixte du point critique d’une 
fonction holomorphe (voir $$ 13, 14 ci-dessous). 


Une structure analogue au réseau existe dans l’espace des solu- 
tions de l'équation de Picard-Fuchs d'une n-forme différentielle 
holomorphe (voir (8)). En effet, il existe dans l’espace vectoriel 
de ses solutions un module privilégié sur Z à u générateurs : une solu- 
tion appartient au module si elle est de la forme (9). Dans ce cas 
comme dans le cas précédent, l’opérateur de monodromie et son 
inverse préservent le module. 


D. Variation du système d’équations par suite du changement 
de la trivialisation. Voyons ce que devient le système d'équations (14) 
quand Ja trivialisation change. Soit w,, ..., ©, une nouvelle tri- 
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vialisation. Posons 


15(@)= oÿfdt, j,1=1,...,p. 
ot) 


Par définition d'une trivialisation, pour tout t appartenant à un 
voisinage pointé suffisamment petit du point t = 0, il existe une 
matrice u X u inversible Q (t), et une seule, telle que 


1()=2Q(4)I"() j=t...p 


Tout coefficient de la matrice Q (comme précédemment tout coeffi- 
cient de la matrice À) est une fonction holomorphe uniforme définie 
dans le voisinage pointé de t = 0. Les coefficients de la matrice Q@ 
sont méromorphes pour { — 0 d’après le théorème 8 du $ 10. Le 
nouveau système d'équations se présente comme suit : 

dl” 


a =(-01% +040) 1" 


Les solutions de l'ancien système sont liées à celles du nouveau par 
une transformation méromorphe : 


= QI". (43) 


Cette transformation permet de passer du réseau dans l’espace des 
solutions du nouveau système au réseau dans l’espace des solutions 
de l’ancien. Les opérateurs de monodromie dans les espaces des solu- 
tions commutent à cette transformation. 


Lemme 5. Si les formes w,, . .., &w, constituent une trivialisation 
de base (voir page 255), les coefficients de la matrice Q sont holomorphes 
pour t = (. 

Démonstration. Voir la propriété II d'une trivialisation 
à la page 256. 


Corollaire. Si aussi bien la collection de formes &1, . .., ©, que 
@;, ..., ©, constitue une trivialisation de base, les coefficients de la 
matrice Q sont holomorphes pour t = 0 et la matrice Q (0) est inversible. 

Ainsi donc, les équations de Picard-Fuchs de deux trivialisa- 
tions de base se ramènent l’une à l’autre par une transformation 
holomorphe inversible (13) des fonctions cherchées. Cette transfor- 
mation laisse inchangés les réseaux dans les espaces des solutions de 
ces équations. 

Montrons que, réciproquement, tout changement holomorphe 
inversible pour { — 0 de fonctions inconnues dans l'équation de 
Picard-Fuchs d'une trivialisation de base peut être induit par le 
passage à une nouvelle trivialisation de base. 
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Lemme 6. Supposons que les formes w/, ..., wy constituent une 
trivialisation de base (voir page 255). Soit Q une matrice u X y 
inversible de fonctions holomorphes définies au voisinage de O0 E C. Il 


existe alors des formes w:1, . .., w, qui constituent une trivialisation 
de base et pour lesquelles le passage (13) de l'équation de Picard-Fuchs 
de la trivialisation 1, . .., ©, à celle de la trivialisation &,, ... 


., ©, est donné par la matrice Q. 
Démonstration. Comme formes cherchées, on peut pren- 


dre des formes. w; — De (f}ow,, j = 1, ..., p, où Q (f) est une 


fonction matricielle à l'origine de C'" induite de la fonction matri- 
cielle Q par l'application f: (C', 0) — (C, O). 


E. Détermination de la singularité de Picard-Fuchs d’un point 
critique de multiplicité finie. Soit À une matrice u X pu de fonction- 
holomorphes définies dans un voisinage pointé du point 0 € C. Cons 
sidérons le système d'équations différentielles 


| h 
=D AU, j=i,...p (14) 
Rus{ 


Soit dans l’espace des solutions V de dimension u de ce système 
un réseau d'entiers privilégié Vz de dimension u dont la base est 
une base sur C de V tout entier (i.e. V = V, @zC). Considérons 
l'opérateur de monodromie M des solutions (i.e. l'opérateur liné- 
aire dans V engendré par le prolongement analytique des solutions 
le long d'un chemin entourant une fois le point { — 0 dans le sens 
antihoraire). Supposons que l'opérateur de monodromie et son 
inverse laissent inchangé le réseau (i.e. A1 (V7) = M”1(V;) = 
= V;). Dans ce cas le système (14) est dit équipé, et le réseau dans 
l'espace des solutions est appelé équipement du système. 

Des exemples de systèmes équipés sont donnés par les équations 
de Picard-Fuchs des trivialisations (voir (11)); ceux d'équipements 
-de ces systèmes, par les solutions de la forme (12). 


Remarque. Un système d'équations différentielles peut être équipé 
Si et seulement si son espace des solutions admet une base par rap- 
port à laquelle l'opérateur de monodromie et son inverse sont en- 
tiers. 

Soient deux systèmes de équations équipés; soient À, V, Vz 
et 4”, V”, V2 leurs matrices, espaces de solutions &t équipements 
respectivement. Ces deux systèmes sont appelés équivalents s'il 
‘existe au voisinage de 0 € C une matrice u » up inversible Q de 
fonctions holomorphes telle que le changement de fonctions incon- 


nues Zi(t) = > Q:(t) IT (t),j = 1,...,u, transforme le premier 


- 
-système dans le second tout en conservant les équipements, i.e. 
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A = —Qi À + 07-140, Vz = QVz. La classe d'équivalence du 


système équipé d'équations différentielles est appelée sa singularité. 

D'après les lemmes 5 et 6, les équations de Picard-Fuchs des 
trivialisations de base constituent exactement une classe d'équiva- 
lence. Cette classe d'équivalence sera appelée singularité de Picard- 
Fuchs du point critique Ü de la fonction holomorphe f. 


Problème. Décrire la singularité de Picard-Fuchs d'un point 
critique. 

Il s’agit, en particulier, d'en donner la forme normale. d'’indi- 
quer, parmi les singularités de systèmes équipés, celles qui peuvent 
être les singularités de Picard-Fuchs de points critiques. 

Toute question sensée sur les singularités de Picard-Fuchs de points. 
critiques admet en toute logique une réponse sensée. Par exemple, 
Ja singularité de Picard-Fuchs admet un représentant diagonal (i.e. un 
représentant du type dlildt = a;(t) I, j = 1, ., L) si et seule- 
ment si le point critique est holomorphiquement ‘équivalent au point 
critique d’une fonction quasi homogène. (Démonstration : la singu- 
larité de Picard-Fuchs d'un point critique d'une fonction quasi homo- 
gène a un représentant diagonal d'après [333] ou [229, exemple (6.7)]; 
la réciproque se déduit de [295] (cf. (3531). 


Hypothèse. Les singularités de Picard-F uchs des points critiques de 
ment non équivalents. tout au moins pour des points voisins. 

Cette hypothèse est l'analogue du théorème de Torelli en géo- 
métrie algébrique (voir [138], [7]). 

Comme circonstance susceptible de stimuler l'étude du problème 
et de corroborer l'hrpothèse, notons que la singularité de Picard- 
Fuchs d'un point critique définit sa structure de Hodge, voir n° 13.2. 


F. L’équation de Picard-Fuchs d’une trivialisation admet un 


point singulier régulier. Rappelons un théorème classique en théorie 
des équations différentielles ordinaires. 


Théorème 6 (voir [77]). Soit À une matrice u x u de fonctions 
holomorphes dans un voisinage pointé de 0 € C. Considérons un système 
de u équations différentielles linéaires homogènes 


=AI, I(t)EC. (15) 


Les propriétés suivantes de ce système sont équivalentes: 

1. Soit [I = (11, ..., IH) une solution quelconque du système. 
Alors, dans un secteur quelconque a << arg t << b, chaque coordonnée 
de la solution croit pour t 0 de façon exponentielle au plus rite, 
1? (t) = o (t"N) pour un certain N. 

18—0826 
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2. Il existe, dans un voisinage pointé de t = O0, une matric…eu xp 
inversible Q de fonctions holomorphes, méromorphes en t — 0, telle 
que le changement 1 — Q1' transforme le système initial en un système 
d'équations ayant un pôle simple en t — 0, i.e. la fonction matricielle 
Q-14Q — Q”! dQ;idt admet au point t — Ô un pôle d'ordre non supé- 


D 


rieur à 1. 


Définition. On dit que le point { — O0 est un point singulier du 
système (15) si l’une quelconque au moins des coordonnées de la 
matrice À est sans prolongement holomorphe au point { — 0. On dit 
que le point singulier de (15) est régulier si le système (15) possède 
les propriétés 1 et 2 du théorème 6. 

L’équation de Picard-Fuchs d'une trivialisation admet en t — O 
soit un point singulier régulier, soit un point non singulier, d'après 
le théorème 7 du $ 10. 


Remarque. Le point { == O est un point non singulier de l'équation 
de Picard-Fuchs d'une trivialisation si et seulement si le point 0: 
de la fonction / est non dégénéré, la fonction a deux variables et la 
trivialisation est de base. (La démonstration découle avee évidence 
du théorème 8 du $ 10 et du théorème 6 du $ 4). 


Idée de la démonstration du théorème 6. 

1 = 2. Soit A] la transformation de monodromie des solutions 
engendrée par un chemin autour de { = 0 dans le sens antihoraire. 
Soit In A/ une des valeurs possibles du logarithme de 47. Soit B 
la matrice du système fondamental des solutions de l'équation (15). 
Alors P = Bexp (—Int In A//2xi) est une matrice de fonctions mé- 
romorphes. Quitte à faire le changement 7 — PI”, on ramène l’équa- 
tion à la forme 


dl’ In M ,, . 
Le ou à (16) 


Remarques. 1. exp (—Int-ln M;(2xi)) est la matrice du système 
fondamental des solutions de (16). Les solutions de (15) se dévelop- 
pent donc en séries à az, «t* (In t}* (si le système a la propriété 1 
du théorème): voir la démonstration du théorème 2 du $ 10. 

2. Quitte à faire le changement 7 — PJ”, on peut toujours rame- 
ner un système d'équations quelconque (15) à la forme (16). Or, P 


n'est pas toujours une matrice méromorphe. 
e. a Li] d B 
2 — 1. Puisque À admet un pôle d'ordre Î, on a ST < 


< Æ IBIL oùr—=1]t|. Donc | B|| << B,rCt. Pour de plus 


amples détails, voir [110]. 


12.3. Connexion de Gauss-Manin. Ce n° est consacré à l’inter- 
prétation géométrique des systèmes d'équations différentielles véri- 
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fiés par des intégrales de formes holomorphes suivant des classes 
de familles continues d'homologie entière évanescente. 

A toute fibration localement triviale x est associée une fibration 
vectorielle complexe de (co)homologie de dimension # des fibres de a. 
Dans cette fibration vectorielle est definie l'opération naturelle de 
transport de fibres au-dessus de courbes dans la base (car les (co)homo- 
logies des fibres voisines de x sont canoniquement isomorphes). 
L'opération de transport est appelée connexion de Gauss-\anin dans 
la fibration de (co)homologie. 

On appelle section corariantement constante multiforme d'une fi- 
bration de (co)homologie une section multiforme (i.e. une section 
de la fibration de (co)homologie relevée sur le revêtement universel 
de la base) dont les valeurs sont invariantes par l'opération de 
transport. Les sections covariantement constantes constituent une 
première classe importante de sections de fibration de (co)homologie. 

Supposons à présent que x soit une fibration analytique complexe. 
Considérons, sur l'espace total de x, une -forme différentielle holo- 
morphe dont les restrictions aux fibres sont fermées. Cette forme 
définit une section (uniforme) de la fibration de cohomologie de di- 
mension À : à tout point de la base est associée une classe de cohomo- 
logie de la restriction de la forme à la fibre située au-dessus de ce 
point. Les sections obtenues par un tel procédé géométrique consti- 
tuent une deuxième classe importante de sections de fibrations de 
cohomologie (classe des sections géométriques; pour la définition 
exacte, voir n° 12.3. B). 

Il existe une relation naturelle entre les fibrations d'homologie 
de dimension # et celles de cohomologie de dimension #. Etant don- 
nées une section covariantement constante de la fibration d'homolo- 
gie de dimension # et une section géométrique de la fibration de coho- 
mologie de dimension #, en calculant les valeurs de l'une sur celles 
de l’autre, point par point, on obtient une fonction multiforme sur 
la base. Les valeurs de cette fonction ne sont autres que les intégrales 
de la forme définissant la section géométrique prises suivant les cycles 
représentant dans les fibres les classes d’homologie qui sont les va- 
leurs de la section covariantement constante. De telles fonctions sur 
la base d'une fibration de Milnor ont été étudiées au $ 10. 

Soient définis une base de sections géométriques et un procédé 
de transport des classes de cohomologie dans les coordonnées définies 
par cette base. Proposons-nous de déterminer les coordonnées des 
sections covariantement constantes. Pour le faire, nous devrons résou- 
dre un système d équations différentielles du premier ordre. Pour 
le cas de la fibration de Milnor du point critique, ce système est 
associé à l'équation de Picard-Fuchs de la trivialisation définie 
par la collection de formes définissant la base des sections géo- 
métriques (voir n° 12.2). Voyons maintenant les choses plus en 
détails. 


15 * 
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A. Fibration de (co)homologie associée à la fibration localement 
triviale donnée. Soit 1x: À — #3 une fibration localement triviale 
(peut-être non vectorielle). Pour tout # => 0, définissons des fibra- 
tions vectorielles complexes d'homologie de dimension # et de coho- 
mologie de dimension # des fibres de 4. Posons #4, = (j H,(X,.C). 

bEB 


Soit x, la projection naturelle #, — B. 

Soit L’ une partie ouverte contractile de B. Alors 4-7! (L') est 

homéomorphe au produit direct de la fibre et de U. Le plongement 
naturel d’une fibre quelconque au-dessus de CL’ dans x”! (U) induit 
un isomorphisme de classes de (co)homologie. On obtient ainsi des 
trivialisations de la projection 7, au-dessus des parties ouvertes 
contractiles de B. Les trivialisalions construites munissent x, : H,— 
— B d’une structure de fibration vectorielle complexe. Cette fibra- 
tion est appelée fibration d'homologie de dimension k associée à 2. 
__ On définit d'une façon analogue la jibration de cohomologie de 
dimension k associée à la fibration donnée x. Il existe une relation 
naturelle entre les fibrations d homologie de dimension # et celles 
de cohomologie de dimension Æ (puisque tel est le cas des classes 
d’homologie et de cohomologie de dimension k). 


Remarque. Les fonctions de passage des trivialisations construites 
sont localement constantes. 

Dans une fibration de (co)homologie est définie une opération 
naturelle de transport parallèle des fibres au-dessus des courbes dans 
la base. (Une courbe définie dans la base induit de x une fibration 
triviale au-dessus d’un segment, si bien que les classes de (co)homo- 
logie des fibres au-dessus des points initial et final de la courbe sont 
canoniquement isomorphes.) L'opération de transport parallèle a 
quelques propriétés : 

1. L'application de la fibre au-dessus du point origine dans la 
fibre au-dessus du point extrémité du chemin est un isomorphisme 
linéaire. 

2. L'application ne dépend pas du choix de la courbe dans la 
classe des courbes homotopes à extrémités fixées. 

L'opération de transport des classes de (co)homologie est appelée 
connexion de Gauss-Wanin dans la fibration de (co)homologie. 

Les opérations de transport dans la fibration d'homologie et dans 
la fibration de cohomologie sont compatibles : le transport commute 
à la conjugaison. 

La section de la fibration de (co)homologie au-dessus d'une partie 
ouverte de la base est dite corariantement constante si ses valeurs sont 
invariantes par les transports paralléles le long de toute courbe située 
dans cette partie ouverte. 

Si la base B est localement simplement connexe (par exemple B 
est une variété), tout vecteur d'une fibre quelconque de la fibration 
de (co)homologie se laisse prolonger (et ce d'une façon unique) en 
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section covariantement constante au-dessus d'un voisinage suffisam- 
ment restreint de sa projection dans B (à cet effet. on fait le transport 
du vecteur sur des fibres voisines). En poursuivant le prolongement 
de cette section covariantement constante, on obtiert une section 
covariantement constante multiforme au-dessus de la base À tout 
entière, i.e. une section covariantement constante de la fibration de 
(co)homologie relevée sur le revètement universel de la base B. 

Jl y a dans chaque fibre de la fibration de (co)homologie deux 
structures privilégiées : le sous-espace réel et le réseau d’entiers dans 
ce sous-espace. Le sous-espace réel est l'image naturelle des classes 
de (co)homologie à coefficients réels dans les classes de (co)homologie 
de la fibre de x à coefficients complexes ; le réseau d'entiers dans le 
sous-espace réel est l’image naturelle du groupe de (co)homologie de 
la fibre à coefficients entiers. Toute fibre de la fibration de (co)homo- 
logie est le complexifié de son sous-espace réel ; le réseau engendre 
le sous-espace réel (par addition et multiplication par des nombres 
réels). Le sous-espace réel et le réseau d'entiers sont invariants par 
tout transport parallèle. 

Supposons que la base d'une fibration x soit une variété holo- 
morphe. Alors la fibration de (co)homologie associée à 7 a une 
structure canonique de fibration vectorielle holomorphe. En effet, 
définissons les sections holomorphes de la fibration de (co)homologie 
comme des sections à coordonnées holomorphes dans un repère quel- 
conque de la fibration de (co)homologie composé de sections cova- 
riantement constantes. Une telle définition est légitime, car les 
fonctions de passage entre repères de sections covariantement cons- 
tantes sont localement constantes. 


Remarque. La connexion de Gauss-Manin est décrite dans 1231, 
232, 276]. 


B. Fibration de (co)homologie de Milnor d’un déploiement. 
Soit f: (C", 0) — (C. 0) un germe de fonction holomorphe ayant un 
point critique de multiplicité finie p. Soit 5: (C" x C“.0 : 0) — 
— (C. 0) un déploiement de f. Soit G: À — S une spécialisation du 
déploiement et G: X’— S’ la fibration de Milnor associée (voir 
page 233). La fibration de (co)homologie de dimension (nr — 1) asso- 
ciée à Ja fibration de Milnor est appelée fibration de (co)homologie de 
Milnor du déploiement (plus exactement. de la spécialisation du 
déploiement). La fibration de (co)homologie de Milnor a une struc- 
ture canonique de fibration vectorielle holomorphe. La fibration de 
(co)homologie de Milnor est munie de la connexion de Gauss-Manin. 


Remarque. La fibre type de la fibration de Milnor a le type d'ho- 
motopie d'un bouquet de sphères de dimension (#7 — 1). Donc la fibra- 
tion associée de (co)homologie de dimension # a un sens uniquement 
pour k# = n — 1. 
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Définissons la classe des sections géométriques de la fibration de 
(co)homologie de Milnor. Soit w une n-forme différentielle holomor- 
phe sur X. Pour tout point b € S’ la restriction de la forme de Guel- 
fand-Leray à la fibre X, de la fibration de Milnor définit une classe 
de cohomologie [ow/d,F | k,1 € H"-1(X,. €). La section b-— 
—+ [ow/d,F ! ,,] de la fibration de cohomologie de Milnor est appelée 
section géométrique de w et notée s [wl]. 

Soit Ô une section multiforme covariantement constante de la 
fibration d'homologie de Milnor. Considérons sur S” la fonction 
multiforme (s [w], 6). Conformément à nos définitions, (s [w], ô) — 


= | w/d,.F. Nous avons étudié de telles fonctions dans le $ 10. 

ô 

La fonction (s{wl, 6) est holomorphe d'après le théorème 5 
du $ 10. Toute section géométrique d'une #-forme différentielle holo- 
morphe est donc une section holomorphe de la fibration de cohomo- 
logie de Milnor. 

L'ensemble des sections géométriques est un module sur l'anneau 
des fonctions holomorphes sur la base S de la spécialisation du dé- 
ploiement : si s[w] est une section géométrique et g une fonction 
holomorphe sur S, alors gs {w] est une section géométrique de la 
forme s [(g° G):wl. 

D'après les théorèmes 1 et 2, il existe une collection de u sections 
géométriques dont les valeurs engendrent des bases dans toutes les 
fibres de la fibration de cohomologie de Milnor situées au-dessus des 
points de S suffisamment voisins de l'origine 0ES. 


Remarque. Le module des germes de sections géométriques à l'ori- 
gine de la base S du déploiement versel du point critique du germe f 
est un module libre de rang u sur l'anneau des germes de fonctions 
holomorphes à l'origine de S. On le montre aisément à l’aide des 
corollaires du théorème 2 et de la proposition du n° 12.1, E (voir plus 
Join le cas d’un déploiement trivial du germe). La base du module 
est définie par les sections géométriques des formes pour lesquelles 
la restriction de la fonction det* à la droite de valeurs passant par 
l'origine possède à l'origine un zéro de multiplicité minimale; voir 
les corollaires du théorème 2. 


C. Connexion de Gauss-Manin et équation de Picard-Fuchs d’une 
trivialisation. Bornons-nous à considérer, dans le texte qui suit, 
Je cas d'un déploiement trivial du germe f. Soit une spécialisation 
f: À — S du germe et la fibration de Milnor associée f: X°7 — S”. 
Soit $1, . .., S, une base de sections holomorphes de la fibration de 
(co)homologie de Milnor sur S”. 
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Lemme 7. Jl existe sur S” une matrice u “ u unique B de fonctions 
holomorphes pour laquelle le système d'équations différentielles 


dii . ; : = 
= D Bi". j=1,...,p. (17) 


possède la propriété suivante: une section À Lis, est covariantement 
constante dans la connexion de Gauss-Manin si et seulement si 
(11...., IF) est solution de (17). 

Le système d'équations différentielles (17) est appelé équation 
des sections covariantement constantes dans le repère s1, . .., s,. 

Démonstration. L'ensemble des sections multiformes 
covariantement constantes de la fibration de (co)homologie de Mil- 
nor forme un espace vectoriel complexe de dimension u. En décompo- 
sant les sections covariantement constantes par rapport à la base 
Si, + « + Su, ON Obtient un espace vectoriel complexe de dimension pu 
de fonctions vectorielles holomorphes (71, ..., 1") invariant par le 
prolongement analytique des fonctions vectorielles autour du point (0. 
L'existence et l'unicité d'un système d'équations différentielles 
vérifié par les fonctions vectorielles de l'espace décrit se démontrent 
comme les théorèmes 3 et 5. 

Soient w1, ..., w, des n-formes différentielles holomorphes sur 
X dont les sections géométriques s; — s [w;l, j — 1,...,u, forment 
une base de sections de la fibration de cohomologie de Milnor. Dans 
le n° 12.1, nous avons appelé la collection de telles formes une trivia- 
lisation (leurs sections géométriques définissent une trivialisation 
de la fibration de cohomologie de Milnor). 

À une telle collection de formes sont associés deux systèmes 
d'équations différentielles. D'une part, c'est l'équation (17) det 
sections covariantement constantes dans le repère 5, ..., s,, et 
d'autre part c'est l'équation de Picard-Fuchs (11) de la trivialisation. 


Lemme 8. La matrice B de l'équation des sections covariantement 
constantes et la matrice À de l'équation de Picard-Fuchs de la tri- 
vialisation sont liées par la relation À + B* = 0. 


Corollaire. Soit s!, ..., sh le repère de la fibration d'homologie de 
Milnor dual du repère s,,...,s,. Alors l'application (11, ..., 1") — 
— © Jisi définit un isomorphisme entre l'espace des solutions de 
l'équation de Picard-Fuchs (11) et l'espace des sections covariantement 
constantes de la fibration d'homologie de Milnor. Par cet isomorphisme 
le réseau privilégié dans l'espace des solutions de l'équation de Picard- 
Fuchs décrit au n° 12.2, C se transforme en un réseau des sections cova- 
riantement constantes de la fibration d'homologie de Milnor constitué 
par les sections dont les valeurs appartiennent à l'image naturelle des 
classes d'homologie à coefficients entiers. 


Démonstration du lemme: aisée, à partir des 
définitions. 
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Le lemme 8 et son corollaire donnent une interprétation géo- 
métrique à l’équation de Picard-Fuchs d’une trivialisation. 

Soit une trivialisation de base &1. . . .. ©, (voir page 255). En 
accord avec la propriété II d'une trivialisation (page 256). il existe 
pour toute section géométrique s[w]} des fonctions holomorphes 
Pis + - «+ Pu définies au voisinage de O ES. telles que s [wo] = 


— à pyslw;l. Par conséquent, les sections géométriques de la 


J) 
trivialisation de base engendrent une base du module des germes 
de sections géométriques en 0 € S sur l'anneau des germes de fonc- 
tions holomorphes en 0 € S. Cette propriété permet de choisir les 
trivialisations de base parmi toutes les trivialisations (lemmes 5, 6). 

Ainsi donc, la singularité de Picard-Fuchs du point critique 
(voir n° 12.2, E) est la classe des équations des sections covariante- 
ment constantes de la fibration d'homologie de Milnor dans les 
repères duals des repères de sections géométriques qui engendrent 
une base du module des sermes de sections géométriques au point 


0ES. 


$ 13. Coefficients des développements en série des intégrales. 
Filtration par le poids et filtration de Hodge. 
Spectre du point critique 


Considérons l'intégrale d'une forme différentielle holomorphe 
suivant les classes d’homologie d'une famille continue d’homologie 
entière des fibres de la fibration de Milnor d'un point critique. La 
fonction définie par l'intégrale se développe en série suivant les 
puissances du paramètre et suivant les puissances du logarithme 
du paramètre ($ 10). Chaque coefficient de la série est fonction Jliné- 
aire tant de la forme que de la famille continue d homologie entière. 
Proposons-nous de varier les familles continues tout en laissant la 
forme inchangée : chaque coefficient de la série devient alors une 
fonction linéaire sur des familles continues. Les combinaisons liné- 
aires sur C de familles continues de classes d’homologie entières for- 
ment l’espace des sections covariantement constantes (pour la 
connexion de Gauss-Manin) de la fibration d homologie de Milnor. 
Ainsi donc, pour une forme donnée chaque coefficient de la série 
est une fonction linéaire sur l’espace des sections covariantement 
constantes de la fibration d'homologie de Milnor. i.e. une section 
covariantement constante de la fibration de cohomologie de Milnor. 

On peut se le représenter autrement. À toute forme holomorphe 
correspond une section géométrique (uniforme) de la fibration de 
cohomologie de Milnor. Choisissons un repère covariantement cons- 
tant dans cette fibration de cohomologie et décomposons la section 
géométrique par rapport à ce repère. Les coefficients de la décomposi- 
tion sont des fonctions multiformes. On voit sans peine que les coef- 
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ficients sont du type © b,..t« (Int). En regroupant les termes de- 
la somme, on obtient un développement en série de la section géo- 
métrique suivant les puissances du paramètre et des logarithmes du 
paramètre. série dont les coefficients sont des sections covariante- 
ment constantes. Pour définir les intégrales de la forme suivant les. 
classes d’homologie de la famille d'homologie covariantement cons- 
tante, il suffit de déterminer les nombres égaux aux valeurs des 
coefficients de la série sur la section covariantement constante donnée 
de la fibration d'homologie de Milnor. 
Ainsi donc, la section géométrique se développe en série 


s [w] = 2 tin 1 45 «lkl, (1) 


où æ est la forme et 4x, des sections covariantement constantes. 


Les coefficients 4% , définissent complètement les propriétés de: 
cohomologie des formes w:df définies sur les fibres de la fibration de: 
Milnor. Mème plus, l’ensemble des coefficients de toutes les formes 
contient une information sur le point critique. 

Nous démontrerons au n° 13.1 les propriétés fondamentales des 
coefficients : 

1. A à () = (—In M, /2ni)* AG a (t), où A7, est la partie unipo- 
tente de l’opérateur de monodromie classique M en cohomologie. 

2. La section 4% 4, appartient au sous-espace des racines de M 
ayant comme valeur propre exp (—2xia). 

8. Chaque section 4%, est une fonction holomorphe de w (plus- 
exactement, du jet fini de w au point critique initial). 

Ensuite nous définirons la partie principale de la forme (d’une- 
section géométrique) comme une somme des termes de la série (1): 
avec un & fixé. qui est le plus petit & qu'on rencontre dans la série. 
Cet x minimal est appelé ordre de la forme. Nous énoncerons quel- 
ques propositions relatives au calcul de l'ordre. 

Le n° 13.2 est la clé de voûte du paragraphe. On y construit, au 
départ des parties principales de toutes les formes. une filtration 
décroissante *) dans les fibres de la fibration de cohomologie de- 
Milnor. Elle est appelée filtration de Hodge. Ensuite. d'après la: 
structure jordanienne de l'opérateur de monodromie, on construit 
une filtration croissante dans les fibres de la fibration de cohomologie 
de Milnor : elle est appelée filtration par le poids. ou pondérale. Les 
sous-espaces des filtrations dans les différentes fibres sont compa- 
tibles : ils forment des sous-fibrations holomorphes dans la fibration 
de cohomologie de Milnor. Dans le n° 13.2 est formulé un théorème 
sur la structure de Hodge mixte: la filtration par le poids et la fil- 
tration de Hodge forment la structure de Hodge mixte dans les fibres 


*) La filtration d'un espace vectoriel est une suite ordonnée de ses sous- 
espaces vectoriels. 
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de la fibration de cohomologie de Milnor du point critique isolé. 
Ce théorème sera discuté plus loin, tout au long du $ 14. 

Dans le n° 13.3 on définit des caractéristiques numériques de la 
filtration par le poids et de celle de Hodge: les couples spectraux du 
point critique. Les couples spectraux sont une collection non ordonnée 
de couples de nombres, où pu est la multiplicité du point critique. 
Le premier nombre de chaque couple est un nombre rationnel, le 
second est un entier. La collection non ordonnée des premiers nom- 
bres des couples est appelée spectre du point critique. Les nombres du 
spectre, ou valeurs spectrales, sont quotients par 2xi des logarithmes 
des valeurs propres de l'opérateur de monodromie. Le choix de la 
branche du logarithme est fait à l’aide des parties principales des 
formes holomorphes. Les seconds nombres des couples spectraux sont 
les niveaux jordaniens convenablement renormalisés des éléments 
de la base de Jordan. 

Le spectre du point critique possède quelques propriétés remar- 
-quables : 

1. La somme de toutes les valeurs spectrales est égale à pu (7/2 — 1), 
où pu est la multiplicité du point critique et rz le nombre de variables. 
2. Le spectre est symétrique par rapport au point n/2 — 1. 

3. Le spectre d'un point critique non dégénéré se réduit à une 
valeur spectrale unique n/2 — 1. Si le spectre est concentré dans le 
point n/2 — 1,i.e. se compose de plusieurs nombres n/2 — 1, le point 
critique est non dégénéré. 

4. Le spectre est invariant par toute déformation du point cri- 
tique n affectant pas sa multiplicité. 

D. Si {a}, i = 1, ..., pu, est le spectre du Ra critique du 


germe f: (C", 0) — (C. 0) et {B;}. j = 1. ... le spectre du 
point critique du germe 8: (C'. 0) — (C, 0). alors 4e, + 8; + 1}, 
RE le les 1. est le spectre du point critique du 
germe d Fa 9: (C" x C!, 0 :: 0) + (C, 0). 


Ces propriétés du  . ins que quelques autres, sont discutées 
dans le n° 13.3 et dans le $ 14. 


13.1. Coefficients du développement en série. 


A. Coefficients et opérateur de monodromie. Considérons un ger- 
me f: (C", 0) — (C. 0) de fonction holomorphe ayant un point cri- 
tique de multiplicité finie. Considérons sa spécialisation f: À — S 
et la fibration de Milnor associée f: X° — S' (voir page 233). Si w 
est une n-forme différentielle holomorphe sur X et à une section 
covariantement constante de la fibration d'homologie de Milnor, 
alors on a 


| w/df = S an at° (Int)! (2) 
ot! 


{) a 
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d'après le théorème 8 du $ 10. Dans cette formule les coefficients 
1{/A! sont introduits afin de simplifier les formules qui suivront. 
Les nombres #, à dans (2) ne dépendent pas de la forme ni de la 
section ; ils sont définis uniquement par l'opérateur de monodromie 
de la fibration de Milnor. Etant donnés une forme fixée w et des 
nombres #, & fixés, le coefficient a, , définit une section multiforme 


covariantement constante AY. de la fibration de cohomologie de 


Milnor par la formule (4% à (t), Ô (t)) = an. à (&, ô). On a par défi- 
nition 


ste] (9 = © 4% (In 1)" Ai, à (D/A, (3) 


où s [w] est la section géométrique correspondant à w. La série (3) 
converge dans chaque secteur a << arg { << b si le paramètre f est 
suffisamment petit en module. 


Lemme 1. 
1. Àk. 12 — ( = In (M, )/2ni)* A5, &» (4) 


où M, est la partie unipotente de l'opérateur de monodromie en cohomo- 
logie de dimension (n — 1 
2. La section Ax , appartient au sous-espace des racines de valeur 


propre exp (—2ria) de l'opérateur de monodromie en cohomologie de 
dimension (n — 1). 


Remarque. L'opérateur de monodromie 47 en cohomologie (ou 
en sections covariantement constantes de la fibration de cohomologie 
de Milnor) est l'opérateur de monodromie en connexion de Gauss- 
Manin engendré par le chemin entourant le point { = 0 dans le sens 
antihoraire. Si M,,m est l'opérateur de monodromie défini de façon 
analogue en homologie de dimension (r — 1), on a M* — Ajin, où 
* signifie « adjoint ». 

Démonstration du lemme. Elle découle de la re- 
marque suivante. Le prolongement analytique de la première partie 
de (2) autour du point { — 0 conduit à l'intégrale de w/df suivant 
M homÔ (t). Le prolongement analytique du second membre autour 
de { = 0 revient à substituer l'expression te“*i au lieu de {. Le con- 
frontement des deux procédés de prolongement donne le lemme. 
Pour plus de détails, voir [3541]. 


Corollaires du lemme. 1. La section géométrique s [w] se définit 
par les sections Aÿ , pour k = 0. 
2. Si pour un certain à on a Aÿ à —= 0, alors pour tout k on a 


284 INTÊGRALES DES FORMES HOLOMORPBHES (CH. 117 
oo 


3. On a pour tout « 


ta (AG a(t)+ ... + nt)" Ans a ()/ (2 —1)) = 
=exp(Iint(aïld—IJn(Af,)2ni)) 46 « (t). 


(Rappelons que la taille de tout bloc de la forme jordanienne de l’opé- 
rateur de monodromie est non supérieure à n, aussi les coefficients 
Aka S’annulent-ils pour # > n.) 

4. La section définie par la formule précédente est une section holo- 
morphe uniforme de la fibration de cohomologie de Milnor. 


Lemme 2. Chaque section Ax , dépend uniquement. du jet fini 
de la forme w au point Q € C'": mieux, elle est une jonction holomorphe 
de ce jet. 

Le lemme 2? est un corollaire du lemme 3 du $ 12. 


B. Sections élémentaires. Soit À une section multiforme cova- 
riantement constante de la fibration de cohomologie de Milnor appar- 
tenant au sous-espace des racines de valeur propre À de l'opérateur 
de monodromie en cohomologie. Soit « un nombre rationnel tel que 
exp (—2xix) — À. Définissons une section s [4, a] de la fibration 
de cohomologie par la formule | 


s[A, a] = exp [ln t (&œ Id — In (4/,)2ni)] À. 


La section s [A. «] est appelée section élémentaire d'ordre « engendrée 
par la section À. 
D'après le lemme 2, toute section géométrique est une somme 


de sections élémentaires, s [w] = Ÿ s[45,, al. 


Ê 


œ 


Lemme 3. 1. s[4, a] est une section holomorphe uniforme de la 
libration de cohomologie. 

2. Si les sections covariantement constantes À;, ..., À, appartien- 
nent au sous-espace des racines de valeur propre À de l'opérateur M et 
forment une famille libre sur C, les valeurs des sections s 1A;,, al, ... 

.., S(A,. «] jorment une famille libre en tout point de la base de le 
Jibration de cohomologie. 

SA AVÉTATS) [A. a] = as{A, a] + s[—In (AM,,)- Arai, a], Où Vot 
est la dérivation en connerion de Gauss-Manin. i.e. la dérivation des 
coordonnées de la section dans un repère covariantement constant. 

Démonstration. Les pp. 1 et 3 sont évidents. Le p. 2 
résulte du fait que les sections covariantement constantes forment 
une famille libre et que la transformation linéaire exp [...] est 
non dégénérée. 


C. Ordre et partie principale d'une forme. Soit w une #-forme 
différentielle holomorphe sur X (espace source de la spécialisation 
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du germe f). On appelle ordre de la forme (de la section géométrique 
définie par la forme) le plus petit « tel que le coefficient A6, soit 
non nul. L ordre se note « (w). 

Rappelons que. d’après le lemme 1, 46 , = 0 implique 4% « = 0 
pour À quelconque. 

On appelle partie principale de la forme (de la section géométrique 
définie par la forme) une section holomorphe uniforme s,,,.{w] de 
la fibration de cohomologie de Milnor du point critique du germe J 
définie par la formule 


Sinax [w] = 17 (46. a(w) + ee — (In t}"71 An=1, a(w)/ (ni — 1)! 


Remarques. 1. Soit n une (7 — 1)-forme différentielle holomorphe 
sur X. Ses restrictions aux fibres de la fibration de Milnor définis- 
sent une section géométrique s{n]. On a par définition s [n] = 
= $ [df /\ nl. Cette égalité définit l'ordre et la partie principale de 
n et de la section géométrique de n. 

2. Si une forme définit une section géométrique nulle. on admet 
que son ordre est + et que sa partie principale est égale à la section 
nulle de la fibration de cohomologie. 


Exemple. Soient f un polynôme quasi homogène et w une forme 
quasi homogène de degré maximal. Alors l'intégrale de sa forme de 
Guelfand-Leray suivant les classes d'homologie d’une famille cova- 
riantement constante s'écrit Cte-{*-1, où «& est le rapport des degrés 
de quasi-homogénéité de w et de f. Aussi la partie principale de « 
est-elle égale à sa section géométrique, i.e. 


S [o] (£) = Smax [OI (4) = 12-140, a-1 (t}e 


Formulons une propriété utile des ordres et des parties princi- 
pales. 


Lemme 4 (voir [354]). Soient w1,... des n-formes différentiel- 
les holomorphes sur X. Soit 61, ..., ôy une De de sections covariante- 
ment constantes de la fibration d'homologie de Milnor du point critique 
du germe Ÿ. Soit ord l'ordre du zéro pour t = 0 de la fonction 


det®:t —+ det® | w/af), PRES Re 


ô(t) 
Alors ord/2 => & (w:1) +... + a (w,); l'égalité a lieu si et seule- 
ment si les parties principales des formes w:, . . ., ©, sont des sections 


de la fibration de cohomologie de Milnor qui forment une famille libre. 
Démonstration. Evidente. 


D. Ordre d’une forme et exposant du terme dominant du déve- 
loppement asymptotique d’une intégrale oscillante. Considérons une 
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intégrale oscillante complexe de phase f suivant une chaîne permise 
contenue au voisinage du point critique du germe f, i.e. l'intégrale 


| elw,où [FT] EH, (X,X-)et w est une #-forme différentielle holo- 
ÎT1 

morphe sur X (voir n° 11.1). D’après le théorème 11.1, l'intégrale se 
développe pour T—> + en série N ay. ,.t%(In t)“. Désignons par 


B (©, [T]) le plus grand & qu'on rencontre dans cette série ; autrement 
dit, B (w, [T]) est l’exposant du terme dominant de la série asympto- 


tique. 


Lemme 5. Pour toute chaine [IT] € H, (X, X-) on a l'inégalité 
B (w, [TT) < —a@ (w) — 1, où à (w) est l'ordre de la forme w. Mieux, 
il existe un [F] tel que B (w, [F]) = —a (w) — 1. 

Démonstration. Voir les formules (4) à (6). p.p.245-246. 


E. Indice d’oscillation complexe. Désignons par &hn le plus 
petit des ordres des n-formes holomorphes sur ZX. Le nombre 
—(1 + Gmyn) est appelé indice d ‘oscillation complexe du point critique 
du germe f. 

D'après le lemme 5, l'indice d'oscillation complexe est égal à 
Ja plus grande valeur de l'exposant du terme dominant du développe- 
ment asymptotique de l'intégrale oscillante complexe de phase f 
étendue à une chaîne permise contenue au voisinage du point critique 


du germe ]. 


n 


Eremple. Pour les points critiques des fonctions zh *}, x? +. 
. + ré l'indice d'oscillation complexe est égal à _1/(u a 1) et 
à —n'2 respectivement. 


Lemme 6. Supposons que le germe Î restreint au sous-espace réel 
R"C C"ne prenne que des valeurs réelles. Alors l'indice d'oscillation 
du germe Ÿ |. défini au $ Gest non supérieur à l'indice d'oscillation 
complexe du germe Ï. 

Démonstration. L'indice d'oscillation complexe est égal 
à la plus grande valeur possible de l'ordre de l'intégrale oscillante 
complexe de phase f pour tous [FT], w. L'indice d'oscillation réel 
est égal à la plus grande valeur possible de l'ordre de l'intégrale oscil- 
Jante complexe de phase f suivant un contour réel [FR] pour w quel- 
conque (voir théorème 3 du $ 11). 

Comme on le voit dans l'exemple 1 du $ 9, l'indice d'oscillation 
complexe peut être strictement supérieur à l'indice d'oscillation 
réel. 


Définition. On appelle indice de singularité complere d'un point 
critique du germe f le nombre n/2 — (1 + &,,,) égal à l'indice 
d'oscillation complexe augmenté de n/2. 
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La 


Exemple. Pour les points critiques des fonctions 24 *}, x? +... 

. + xÀ l'indice de singularité complexe est égal à 1/2 — 1 (u + 1) 
et à O respectivement. 

Deux points stablement équivalents ont même indice de singula- 
rité complexe, voir n° 13.3. E. L'indice de singularité complexe est 
non négatif, voir n° 13.3. C. 


F. Ordre d’une forme et désingularisation du point critique du. 
germe f. Conformément au théorème 3 du $ 7, l'indice d'oscillation 
d'un point critique d’une fonction analytique réelle est égal au poids 
de la désingularisation de ce point. Formulons l'analogue analytique: 
complexe de cette proposition. 

Soit x: Y —> X la désingularisation du point critique O d'une 
fonction f: X — S (où f: X — S est une spécialisation du germe f). 
Cela signifie que 

1° Ÿ est une variété analytique complexe non singulière de di- 
mension n, et x une application holomorphe propre induisant un 
biholomorphisme entre }'Xn7! (0) et A XO; 

2° (fo x)! (0) est la réunion des diviseurs différentiables sur } 
qui se rencontrent normalement (voir n‘* 1 à 4 de la définition d'une 
désingularisation à la page 162). 

: La désingularisation existe en vertu du théorème de Hironaka 
1531. 

Décomposons l'image réciproque du point critique de la fonction 
f en une réunion d’ensembles analytiques complexes non singuliers 
irréductibles Æ,. ..., Ex de dimension (7 — 1). À chacune de ces 
composantes irréductibles sont liés d'une façon bien définie deux 
entiers non négatifs : ce sont les multiplicités des zéros de la fonction 
fonet du jacobien de l'application x respectivement sur cette com- 
posante. Soient k, m ces nombres. Le nombre —(m + 1)'k est appelé 
poids de la composante (cf. n° 7.3. A). Le maximum des poids 
des composantes £E;, ..., Ex est appelé poids de la désingularisa- 
Lion. 

Soit w une n-forme différentielle holomorphe sur X. A la forme 
n*o sur Ÿ et à une composante quelconque E;, i = 1,..., N, sont 
liés d'une façon bien définie deux entiers non négatifs: ce sont les 
multiplicités des zéros de la fonction j et de la forme x*w respective- 
ment sur cette composante. Soient À, m ces nombres. Le nombre 
—(m + 1)/k est appelé poids de la composante par rapport à w. Le 
maximum des poids des composantes £E,, . .., E\ est appelé poids 
par rapport à w de la désingularisation. 

On voit sans peine que le poids d’une désingularisation est égal 
à son poids par rapport à la forme dr; /\ ... /\ dr. 


Théorème 1 (voir [354]). 1. L'indice d’oscillation complexe du point 
critique du germe Ÿ est non supérieur au poids de la désingularisation 
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du point critique. L'indice d'oscillation complexe est égal au poids de 
la dssingularisation si ce dernier est non inférieur à —1. 

2. Soit w une n-jorme différentielle holomorphe sur X. Soit a (w) 
l'ordre de w. Alors le nombre —(x (w) — 1) est non supérieur au poids 
par rapport à w de la désingularisation du point critique du germe f. 
Même plus. le nombre —(x (w) + 1) est égal au poids par rapport à © 
si ce dernier est non inférieur à —1. 


Remarque. Analogue au théorème 5 du $ 7, le théorème 1 ci-dessus 
précise le théorème 7” du $ 10. Les assertions du théorème concer- 
nant les inégalités sont aussi démontrées dans [378]. 

Pour démontrer les inégalités dans les assertions du théorème, 
-on doit relever une forme arbitraire w sur } et majorer moyennant 
.k, m les intégrales de sa forme de Gelfand-Leray au voisinage d'un 
point quelconque de l’image réciproque du point critique du germe f. 

Pour démontrer les égalités dans les assertions du théorème, il 
faut, pour une forme quelconque w relativement à laquelle le poids 
de la désingularisation est non inférieur à —1{, exhiber une famille 
continue d'homologie évanescente telle que les intégrales de la forme 
w/df suivant les classes de cette famille aient l'ordre demandé. A cet 
effet, on détermine correctement la limite de la forme 1* (w/df) 
sur chaque diviseur non compact AN, U “4 RÉ ARREES CREe 

ji 
Ou, plus exactement, sur un revêtement convenable à k (£;) feuillets 
de ce diviseur non compact. Les formes limites se présentent comme 
des (7 — {)-formes holomorphes sur les revêtements, méromorphes 
au voisinage des intersections des diviseurs deux à deux. Si le poids 
par rapport à © est non inférieur à —1, les pôles de la forme limite 
sur un revêtement sont d'ordre non supérieur à 1. D'après le théorème 
de P. Deligne (voir {89, 139]). une telle forme engendre une classe 
de cohomologie non nulle. On choisit sur ce revêtement un cycle de 
dimension (7 — 1) de telle façon que l'intégrale de la forme limite 
suivant ce cycle soit non nulle. Les translations de ce cycle du revé- 
tement du diviseur dans les hypersurfaces de niveau de la fonction 


fo x définissent la famille cherchée d’homologie évanescente. Voir 
[354], $ 4. 


G. Ordre de la forme et polyèdres de Newton. Reformulons les 
assertions du théorème 1 en termes de polyèdres de Newton du point 
critique du germe fÿ et de la forme «. 

Soit w une n-forme différentielle holomorphe sur X. Définissons 
ua nombre rationnel appelé éloignement des polyèdres de Ï et de w. 
Décomposons w en g dr; /\ ... /\ dx, et considérons le polyèdre de 
Newton L (x, ... zg) de la série de Taylor de g calculée au point 
critique du germe f et multipliée par le produit de toutes les com- 
posantes. Considérons un second polyèdre de Newton: celui de la 
série de Taylor du point critique du germe f. On appelle éloignement 
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des polyèdres du germe Ÿ et de la forme w l'opposé de l'inverse du 
coefficient de plongement du premier polyèdre dans le second (voir 
n° 8.3 À, page 207). 

Théorème 2 (voir [354], et aussi (378, 104]). Supposons que la série 
de Taylor du point critique du germe Ÿ a sa partie principale non 
C-dégénérée. 

1. L'indice d'oscillation complexe du point critique du germe 
est non supérieur à l'éloignement du polyèdre de Newton du point 
critique. L'indice d'oscillation complexe est égal à l'éloignement si le 
polyèdre de Newton est éloigné (voir les définitions au $ 6). 

2. Soit w une n-forme différentielle holomorphe sur X. Soit & (w) 
l'ordre de w. Alors le nombre —(a« (w) + 1) est non supérieur à l’éloigne- 
ment des polyèdres du germe Ÿ et de la forme w. Mieux, le nombre 
—(x (w) + 1) est égal à l'éloignement des polyèdres du germe et de la 
forme si l'éloignement est non inférieur à —1. 

Le théorème 2 se déduit du théorème 1 de la même façon que les 
théorèmes 3 et 4 du $ 8 se déduisent du théorème 5 du $ 7. 


Exemple. Soient f— x + zix; + x, w = zx, dr, /\ dre. 
Alors l'indice d'oscillation complexe du germe f est égal à —7/18 
et l'ordre de la forme « est égal à —7/9. 

Rapportons l’assertion de[375], cf. [303], renforçant le théorème 2: 
le nombre —(x (w) + 1) est égal à l'éloignement des polyèdres du 
germe et de la forme si l'éloignement ne peut pas être augmenté par 
adjonction à w d'une forme du type df /\ dn. . 

Les théorèmes 5, $ 6 et 5, $ 8 ont leurs analogues analytiques 
complexes, voir [354]. 


13.2. Filtration de Hodge et filtration par le poids dans les fibres 
de la fibration de cohomologie de Milnor du point critique. 


A. Filtration de Hodge. Parmi les sections holomorphes de la 
fibration de cohomologie de Milnor, il y a une classe privilégiée de 
sections géométriques. Ce sont les sections engendrées par les formes 
de Guelfand-Leray des formes holomorphes de degré maximal. Les 
sections géométriques sont nombreuses (elles peuvent former une base 
de sections holomorphes de la fibration de cohomologie). Or, les 
sections géométriques présentent un comportement très particulier 
par rapport aux sections covariantement constantes quand le point 
de la base tend vers { — 0. Nous allons introduire une caractéristique 
des propriétés asymptotiques des sections géométriques: c'est la 
filtration de Hodge de la fibration de cohomologie de Milnor. La 
filtration de Hodge est une suite décroissante de sous-fibrations 
analytiques de la fibration de cohomologie de Milnor. Une classe 
de cohomologie de la fibration de Milnor (ou, de façon équivalente, 
un vecteur de la fibre de la fibration de cohomologie de Milnor) 
appartient à une k-ième sous-fibration si elle est une valeur de la 
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partie principale d'une section géométrique d'ordre non supérieur 
àan—k— ti. 

Précisons la définition. Soit une suite de sous-fibrations analy- 
tiques F* (f*): F— S', kEZ, de la fibration de cohomologie du 
point critique du germe f. Cette suite est appelée filtration de Hodge 
de la fibration de cohomologie de Milnor f*: H"-1—+ S” du point 
critique de f. Les sous-fibrations seront définies par leurs sections. 


Supposons que les fibres F? (t € S’) soient des sous-espaces vectoriels 
engendrés par les valeurs des parties principales de sections géométri- 
ques d'ordre non supérieur à r — # — 1. S'il n’y a aucune section 


vérifiant cette condition, on pose F; — {0}. Autrement dit, les F? 
sont des sous-espaces sous-tendus par des vecteurs du types... [ol (t), 
où w est une n-forme différentielle holomorphe sur X d'ordre non 
supérieur à 7 — X — 1. Enumérons quelques conséquences évidentes 
de la définition. 


Lemme 7. 1. Pourtousk € Z,t E S” le sous-espace F* © H'-1 (X :, C) 
est la somme directe de ses intersections avec des sous-espaces de racines 
de l'opérateur de monodromie, i.e. la filtration de Hodge est invariante 
par la partie semi-simple de l'opérateur de monodromie. 

2. Pour tout k€ Z, F* (f*): F* — S' est une sous-fibration analy- 
tique de la fibration de cohomologie de Milnor. 

3. Les sous-fibrations de la filtration de Hodge forment une filtration 
décroissante, i.e. F**1 € F* pour k quelconque. 

4. Sik>n, alors les F" (f*) sont des sous-filtrations de rang 0. 

5. Il existe un k tel que F* se confond avec H"”1, 

Démonstration. Le p. 4 est une conséquence du p. 2 du 
lemme 1. 

Démontrons le p. 2. Multiplier la forme par f revient à 
multiplier la section géométrique de la forme par t. Les sous-espaces 


FŸ sont donc engendrés par les parties principales des sections géo- 
métriques dont les poids sont compris dans les limites n — k — 2 < 
<a (w) L nr — k — 1. A présent le p. 2 découle du p. 2 du lem- 
me 3. 

Le p. 3 est évident. Le p. 4 est une conséquence du théorème 8 du 
$ 10. 

Pour démontrer le p. 5, on doit exhiber une collection de formes 
dont les parties principales forment une base de sections de la fibra- 
tion de cohomologie de Milnor. D'après le théorème du discriminant, 
il existe sur X des n-formes holomorphes w:,..., w, dont les sections 
géométriques forment une base de sections de la fibration de cohomo- 
logie. Si les parties principales de ces formes forment une base de 
sections, le p. 5 est démontré, sinon les formes demandent à être 
corrigées. À cet effet, on prend une matrice u x u non dégénérée 
convenable Q de fonctions holomorphes sur S, on induit par l’applica- 
tion f une matrice © (f) de fonctions holomorphes sur X et l'on 
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considère les nouvelles formes w!{ = à Q (f} Dis J = 1; LE 


J 
L'existence d’une matrice pour laquelle les parties principales for- 
ment une base de sections découle avec évidence du choix des formes 
@1, « -., ©; Voir [354]. 


Remarque. Du théorème de la structure de Hodge mixte formulé 
ci-dessous (voir aussi [354]) il ressort que F° se confond avec H"”1. 


Exemple 1. Soit f = z“*!. La fibration de cohomologie de 
Milnor est une fibration de rang u des classes d'homologie réduites 
de dimension 0 des fibres de la fibration de Milnor (dont chacune 
comprend 2, 1 Tu D'après le lemme 3 du $ 11 on a {0} — 
= F1 Ce F9 = 


Exemple 2. Soit f=x +...+a. La fibration de cohomo- 
logie de Milnor est de dimension 1. D'après l’exemple du n° 10.3 D, 
on a {0} = Fln/21+1 © Fln/] = HA, Ja sous-fibration F{r 2] (f*) 
est engendrée par la partie principale de la forme dr, || ... /\ dr,. 


B. Filtration par le poids d’un opérateur linéaire (voir [137, 
139, 310]). À un opérateur linéaire nilpotent (i.e. à un opérateur 
linéaire dont les valeurs propres sont toutes nulles) est liée une fil- 
tration croissante dans l’espace d'action de l’opérateur. Nous don- 
nerons trois définitions équivalentes de cette filtration. La première 
est la moins invariante et la plus facile à comprendre. La dernière 
est la plus répandue et probablement la plus difficile à comprendre. 

Soient À un espace vectoriel de dimension finie, N: H— Hun 
opérateur linéaire nilpotent, À un entier. La suite de sous-espaces 
définie ci-dessous 


{0} ...eW,ecW,:,,c...c/ (5) 
est appelée filtration par le poids de l'opérateur N d'indice central k. 


Définition 1. Considérons une base jordanienne quelconque de 
l'opérateur V. Chaque sous-espace de la filtration par le poids est 
engendré par un ensemble défini ci-après de vecteurs de la base 
jordanienne. Partageons en groupes les éléments de la base de telle 
façon que les vecteurs d’un même bloc jordanien soient dans le même 
groupe. Voici un groupe: 


O—=0—...— 0: 


les carrés sont les vecteurs du groupe, les flèches représentent l’action 
de l'opérateur, le dernier vecteur passe en 0. Représentons maintenant 
les groupes les uns au-dessus des autres, en les disposant de façon 
symétrique par rapport à l'axe vertical et en laissant des blancs 
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larges d'un carré pour les flèches (fig. 79). Affectons chaque vecteur 
de base d’un nombre entier qui est sa distance (avec signe) à l'axe 
de symétrie (les nombres dans les carrés sur la figure). Soit W,:,€ 
€ H un sous-espace engendré par les vecteurs de la base d'indices 
non supérieurs à L (voir fig. 79). 


[We [Wx [Wx-s 
Fig. 79 


Définition 2. Soit À € H. Posons 
l,(h)=min{l|kEker N5, 
l(h)=max{/|hEImNS. 

Imposons à W,+, la condition 
hREWu = L(h)—L(h)LI+ 1. 


Définition-lemme 3 (voir [310]). Z{ existe une fjiltration et une 
seule (5) qui possède les propriétés suivantes: 
1 N(W)EW,_:, LEZ. Posons 


guW=WIWi. 
Conformément à 1°, N induit l'application 
gr W—gri:. W; 
20 N!: grazy W— gray W est un isomorphisme, L € Z. 
Lemme 8 (voir [310]). Les définitions 1, 2, 3 sont équivalentes. 


C. Filtration par le poids de la fibration de cohomologie de Milnor. 
Définissons une suite de sous-fibrations analytiques 


Wi(f#): Wii S", LEZ. 
de la fibration de cohomologie de Milnor du point critique du germe f. 


Cette suite est appelée filtration par le poids de la fibration de coho- 
mologie de Milnor du point critique du germe ÿ. 
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Définissons d'abord les intersections des fibres des sous-fibra- 
tions {W, (f*)} avec les sous-espaces de racines de l'opérateur de 
monodromie, puis mettons les fibres des {W, ({*)} égales à la somme 
directe de leurs intersections avec les sous-espaces de racines. 

Désignons par H}"!(X,, C) le sous-espace de racines de valeur 
propre À de l'opérateur, de monodromie dans H"”1 (X},, C). Soit N 
le logarithme de la partie unipotente de l’opérateur de monodromie. 
N est un opérateur nilpotent qui commute à l'opérateur de mono- 
dromie ; autrement dit, À laisse inchangés les sous-espaces de racines 
de ce dernier opérateur. 

Soit À 5 1. Prenons alors comme filtration par le poids sur 
H}7' (X:, C) la filtration par le poids de W d'indice central nr — 1. 
Soit À = 1. Nous prendrons alors comme filtration par le poids sur 
H?"' (X:, C) la filtration par le poids de N d'indice central nr. 
Posons la fibre au-dessus de t{ de la fibration W', (/*) égale à 


Wi.:= oW (HR TX, C)). 


Enumérons quelques conséquences évidentes de la définition. 


Lemme 9. 1. £a filtration par le poids est une suite croissante de 
sous-fibrations analytiques de la fibration de cohomologie de Milnor. 

2. La filtration par le poids est invariante par la connexion de 
Gauss-Manin (i.e. les dérivées covariantes des sections de chaque sous- 
Jibration appartiennent à la même sous-fibration). 

3. La filtration par le poids est invariante par l'action de la partie 
semi-simple de l'opérateur de monodromie. 

4. On a pour tout LE Z et pour tout point t E S’ 


NW) CÂWi, 1e. 


Mieux, si À 1, alors 

N': gra W (H5 ee — En WAY‘); 
est un isomorphisme, et si À —[1, alors 

N': grnuW (497 "he = grnW (HT) 


est uns, isomorphisme. 

Démonstration. Evidente. 

Formulons encore une propriété de la filtration par le poids. 
Rappelons qu'il existe dans les fibres de la fibration de cohomologie 
de Milnor une opération de passage au conjugué complexe invariante 
par la connexion de Gauss-Manin: l'espace H"-1 (X,, C) est le comp- 
lexifié de l’image naturelle dans H”-1(X,, C)de l’espace H”-1(X,, R). 
Même plus, on trouve dans les fibres une structure d'entiers invari- 
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ante par la connexion de Gauss-Manin : c'est le réseau d’entiers dans 
H"1(X;,, C), qui est l'image naturelle du groupe H"-1(X,, Z) 
dans H"-1 (X:, C). 


Lemme 10. Pour tout L € Z les fibres de la sous-fibration W, (f*) 
sont invariantes par l'opération de passage au conjugué complexe. 
Mieux, toute fibre de la sous-fibration W, (f*) se laisse définir par des 
équations à coefficients entiers en coordonnées liées à la base du réseau 
d'entiers. 

La démonstration découle avec évidence de la définition de la 
filtration par le poids. 


Exemple 1. Soit f = 14*!, Les valeurs propres de l’opérateur de 
monodromie sont exp (2xik/(u + 1)), & = 1, ..., u. Donc 


L}=WicW,= AH. 


Exemple 2. Soit f = 2° + ... + x3. L'unique valeur propre de 
l'opérateur de monodromie est (—1}", donc 


{0} = Wama1-i € Wetua = Hi 


Exemple 3. Supposons que l’opérateur de monodromie en cohomo- 
logie évanescente au point critique d’une fonction holomorphe de n 
variables soit d'ordre fini (tel est par exemple le cas d’un point criti- 
que d'une fonction (semi-)quasi homogène). Alors 


(0) =Wrec Wie Wn= Hi, 


W,_ ne Hi” | . 


Remarques. 1. Nous avons indiqué, dans la définition de la fil- 
tration par le poids, que l'indice central de la filtration dépend de la 
valeur propre de l'opérateur de monodromie. Cette dépendance dé- 
coule du théorème de la structure de Hodge mixte que nous formule- 
rons un peu plus loin. On choisit l'indice central de telle façon que 
la filtration par le poids et la filtration de Hodge forment ensemble 
la structure de Hodge mixte. 

2. D’après le théorème 12 du $ 3, la taille de tout bloc de la 
forme jordanienne de l'opérateur de monodromie du point critique 
d’une fonction de nr variables est non supérieure à 2. On a donc a 
priori 


{0} = W. (His ec Wo(Hia) € ce € Wine (Hg) = Hi, 
{0}=W (45 )eW,(HT)e... CWenn= (HT )= HT". 


Or, d’après le théorème de la structure de Hodge mixte que nous 
allons voir, la taille de tout bloc jordanien de valeur propre 1 est 
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non supérieure à ñ — 1. On a donc W, (H?71) = {0},W.,_, (H1)=— 
— HF, Won = H""1, 


D. Position relative de la filtration par le poids et de la filtration 
de Hodge (propriétés élémentaires). 


Lemme 11. Pour tous k, LE Z l'intersection des espaces F*, W, 


et la projection sur la base forment ensemble une sous-filtration holo- 
morphe 


FnW,(f*):FNnW—S 


de la fibration de cohomologie de Milnor du point critique du germe f. 

Démonstration. Il suffit de montrer que toutes les fibres 
de la projection F* MW, —+ S’ sont de même dimension. Puisque la 
sous-fibration F* (f*) est engendrée par des parties principales de 
formes de poids donnés, il suffit de montrer que les valeurs de la 
partie principale d'une forme arbitraire ou bien appartiennent, ou 
bien n'appartiennent pas à W, simultanément pour tous les points 
de la base (voir p. 2 du lemme 3). Montrons-le. D'après la formu- 
le (4) de la page 283, la valeur de la partie principale s,,, [ol (t) 
au point t{, ES’ appartient à W, si et seulement si le vecteur 
A%c.w (t) appartient à W,. Ce vecteur appartient à W, si et seule- 
ment si 4%, est une section de la sous-fibration W, (f*), ce qu'il 
fallait démontrer. 

Pour tout /, désignons par 


gniW (f*):gnW — S 


la fibration quotient des sous-fibrations W/, (f*), W’,_, (f*); ses fi- 
bres sont des espaces quotients 


griWi, = Wii Wii, 


où t ES’. La fibration gr,;W (f*) admet une connexion induite de 
Gauss-Manin, d’après le p. 2 du lemme 9. On définit dans les fibres 
de gr W,(f*) une structure réelle et une structure entière (d'après le 
lemme 10), ainsi que l’action de la partie semi-simple de l'opérateur 
de monodromie (en vertu du p. 3 du lemme 9j). 


Remarque. L'opérateur de monodromie agit dans les fibres de la 


fibration gr, 1V(f*) comme sa partie semi-simple, voir pp. 3 et 4 du 
lemme 9 


Corollaire du lemme 11. La projection de F* NA W,(f*) dans 
gr, W (f*) définit une sous-fibration 


F'enW (f*): F* grW— S" 
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qui a comme fibres des espaces quotients 
FignWi=(Fi 0 Woet+ Win e)Win ts 
où LES. 

La sous-fibration F'gr,W (f*) & gr, W (f*) est invariante par 
l'action de la partie semi-simple de l'opérateur de monodromie (lem- 
mes 7, 9) et invariante par la connexion de Gauss-Manin (p. 3 du 
lemme 3). 

Considérons l'opérateur Ÿ, qui est logarithme de la partie unipo- 
tente de l’opérateur de monodromie. L'opérateur AN définit un mor- 
phisme de fibrations N : gr;/W — gr,;_-,W (i.e. une application linéaire 
fibre à fibre qui commute à la projection sur la base et qui laisse 
inchangée la classe de sections holomorphes). 


Lemme 12. Pour tous k, LE Zona 
N'(FgrW)e Fh1gr, .W. 


Démonstration. llsuffit de montrer que si la n-forme dif- 
férentielle holomorphe wo possède les propriétés suivantes : 

a) elle est d'ordre non supérieur à n — k — 1; 

b) sa partie principale est une section de la sous-fibration W, (*), 
alors la projection de la section Vs, [o] dans la fibration quotient 
gri-2W (ÿ*) est une section de la sous-fibration F'-3gr,_,W (f*). 

Remarquons qu'on a d’après le lemme 1 
NSmax [0] = —2nüi® (AS uw) + +. + (In 42421, atwy/ (A —2)!. (6) 

I] suffit donc d’exhiber deux formes et leur combinaison linéaire 
dont la partie principale possède les propriétés suivantes: 

c) elle est une section de la sous-fibration W,_, (f*); 

d) sa projection dans gr,;_-,.W (f*) est proportionnelle à la pro- 
jection de la section Nsax lol: 

e) sa projection dans gr;- W (f*) est une section de la sous- 


fibration F*"1gr;_.W (f*). 
La première forme est fo, 


Smax [/0] = ta(w)+1 (A5. atw) + -.. + (In t)"-14n- 1, a(w)/ (n — 1)!). 
La seconde forme est une forme quelconque = df/\dn, où dn = 
D'après la formule (3) de la page 231, on a 

t 
Sas [Ul= | Smax [©] (u) du = 14041 (408 Coy/(& (@) + 1) — 
0 


— AŸ toy (&(@)+1)2+...), (7) 


où sont omis les termes qui contiennent soit Ak. at) AVec À > 2, soit 
(In t}* avec 4 > 1. La combinaison linéaire présentant les propriétés 
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demandées c) à e) est 


fo — (& (w) + 1)Y. 
En effet, 


Smax [/©— (@ (w) + 1) p} = Latu)+1 (AS cul (@ (@)+1)+...), (8 


où sont omis les termes de la même nature. Les propriétés c) et d) ont 
lieu d'après le lemme 1. La combinaison linéaire étant d'ordre 
4 (&©) + 1, on a la propriété e). Le lemme est démontré. 


Remarque. Comme le montrent les formules (6) et (8), l'opération 
de passage de Smax [@) à Sas f@ — (&œ (w) + 1) w] ressemble beau- 
coup à l'application à sa, [wo] du logarithme de la partie unipotente- 
de l'opérateur de monodromie. De plus, les formes fo et fw — 
— (@œ(w) + 1)Y engendrent un seul et même élément dans 
Q"* (X)/df/A\Q"-1 (X), où Q! (X) sont des p-formes holomorphes 
sur À. Ainsi donc, les formules (6) et (8) illustrent l’analogie entre 
l'action du logarithme de la partie unipotente de la monodromie en 
cohomologie et l’action de l'opérateur de multiplication par f dans 
Q® (X}/df A Q"-1 (X). Pour plus de détails, voir n° 14.3, E, ainsi 
que [353]. 

Formulons maintenant le théorème de la structure de Hodge mix- 
te. L'assertion de ce théorème, ainsi que ses conséquences, seront 
discutées tout au long du $ 14. Une définition détaillée de la struc- 
ture de Hodge mixte sera donnée au n° 14.1. 


Théorème 3 (de la structure de Hodge mixte ; voir (351, 352, 354]). 
La filtration par le poids et la filtration de Hodge forment la structure- 
de Hodge mixte dans les fibres de la fibration de cohomologie de Milnor 
du point critique, i.e. pour tous k, LE Z,tES'ona 


gnW,=F'en W,o@ F'AignW, (9) 
où ©® est la somme directe et la barre désigne le conjugué complexe. 


Remarque. C'est J. Steenbrink qui a défini la structure de Hodge: 
mixte en cohomologie évanescente (cf. [334]). La filtration par le 
poids définie en C ci-dessus coïncide avec la filtration par le poids de 
Steenbrink. Quant à la filtration de Hodge définie en A, elle diffère- 
en général de la filtration de Hodge au sens de Steenbrink. La fil- 
tration de Hodge de A et la filtration de Hodge au sens de Steenbrink 
se confondent sur les fibrations quotients de la filtration par le: 
poids. Elles se laissent facilement exprimer l’une en fonction de l’au- 
tre: la sous-fibration de Hodge F" (f*) de À est engendrée par les. 
parties principales des formes d'ordres appartenant au demi-inter- 
Valle (2 — k — 2,n — k — 1]; si sma+ Lol est une partie principale- 
de ce type, alors (Ass) "*"1s na, Low] est une section de la sous- 
fibration de Hodge F$; (f*) au sens de Steenbrink. La définition de 
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la filtration de Hodge chez Steenbrink fait intervenir la désingulari- 
sation du point critique du germe f et n'utilise pas les développe- 
ments asymptotiques des intégrales de formes holomorphes; pour 
de plus amples détails, voir [334, 352, 354, 355]. 
Démonstration du théorème. Voir (352, 354] (le 
schéma de la démonstration est esquissé dans [352], les détails qui 
manquent et une démonstration indépendante pour le cas z = 2 sont 
donnés dans [354]). La démonstration s'appuie sur une théorie pro- 
fonde et non triviale des déformations des structures de Hodge des 
cohomologies des variétés kählériennes compactes non 


Ex singulières. Cette théorie est due à Griffiths, Schmid, 
Deligne (voir [137, 139, 310, 89]). On définit en 

X: \ cohomologie d'une variété kählérienne compacte non 
ed 0 singulière une filtration naturelle, à savoir une struc- 
f ture de Hodge (voir [396, 69]). À chaque variété est 
associé un point dans l’espace classifiant de toutes 

ee. les structures de Hodge. Si la variété dépend holo- 


PV — Yo morphiquement des paramètres, on a une application 

holomorphe de l’espace des paramètres dans l'espace 
classifiant des structures de Hodge (voir [137, 139, 
310]). Cette application est appelée application de 
périodes. Les applications de périodes ont des 
propriétés fort spéciales, déterminées par la courbure négative 
de l'espace classifiant des structures de Hodge. Si l'espace des para- 
mètres d'une famille de variétés est un disque pointé, on peut, en 
observant le comportement asymptotique de l’application des pé- 
riodes lorsque le paramètre de la famille tend vers un point détermi- 
né du disque, cerner la dégénérescence des variétés non singulières de 
la famille pendant ce processus (voir [139, 310]). Cette théorie s’appli- 
que à la situation locale décrite dans le théorème 3 de la façon sui- 
vante. On prend comme représentant du germe f un polynôme P 
pour lequel le point 0 est le seul point critique de valeur critique 
nulle. On considère les compactifiés Y ; dans C2" des hypersurfaces 
de niveau du polynôme ({ est la valeur du niveau). On peut choisir P 
de telle façon que pour petits t = 0 les hypersurfaces Y , soient non 
singulières et que l’hypersurface }’, possède un point singulier uni- 
que en 0. La fibre X, de la fibration de Milnor du point critique Ü 
de P est une partie de l’hypersurface }”,. On peut chosir P de telle 
façon que le plongement X,<—+ 7}, induise l’épimorphisme 
H"1(0,) — H"-1(X,) (il faut alors que le polynôme soit d'un 
degré suffisamment élevé, voir [307]). Il existe une application na- 
turelle (définie à l’homotopie près) p: Y;— }’, par laquelle le 
point singulier est l’image de la fibre X, de la fibration de Milnor 
(fig. 80). En accord avec la suite exacte du couple X,S Y,;,ona 
l'isomorphisme 


n: H"1(Y,)/p* HA (Yo) > HV A(X)). 


Fig. 80 
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De la théorie des déformations des structures de Hodge il ressort 
qu'on a sur H"-1(Y,)/p*H"-1(Y,) deux filtrations naturelles, à 
savoir la filtration par le poids et la filtration de Hodge, qui posse- 
dent les propriétés exprimées par la formule (9) (voir aussi [310, 76, 
307]). On montre que l’isomorphisme x en fait nos filtrations par le 
poids et de Hodge (plus exactement, la filtration de Hodge définie 
en À devient filtration de Hodge au sens de Steenbrink, voir [352]). 
Cela démontre le théorème 3. 


Remarque. Expliquons pourquoi dans la définition de la filtra- 
tion par le poids (n° 13.2) l'indice central dépend de la valeur propre 
de l'opérateur du monodromie. 

Dans l’espace H"71 (Y'},) agit l'opérateur de monodromie engendré 
par le parcours du paramètre t autour du point { — 0. Pour des 
raisons évidentes p*H"-1 (Y,) appartient au sous-espace des vec- 
teurs propres de valeur propre 1. On montre que p*H"-1 (Y,) se con- 
fond avec ce sous-espace. La démonstration est fondée sur le théorè- 
me des cycles invariants (voir [76, 332]). On peut aussi déduire fa- 
cilement cette assertion directement du théorème fondamental de 
Schmid [310] à l’aide du théorème du déterminant 1, $ 12 (voir aus- 
si la démonstration du lemme 2 dans [352]). 

La filtration par le poids sur A"-1(Y,)/p*H"1(Y,) mention- 
née plus haut est induite par une filtration convenable sur H"-1 (}’;) 
(voir [307]). Cette filtration est précisément la filtration par le poids 
du logarithme de la partie unipotente de l'opérateur de monodromie 
d'indice central 7 — 1 (elle se définit de la même manière sur tous 
les sous-espaces de racines). Puisque le noyau de l’épimorphisme 
H"1(Y,) — H"1(X,) est un sous-espace de vecteurs invariants, 
la projection dans H"-!(Y,) de la filtration pondérale indiquée 
sur H"-1(Y,) se confond avec la filtration pondérale du n° 13.2. 


E. Premières conséquences. Pour tous k, LEZ, tE S’ le sous- 
espace de Hodge F* gr,W, se décompose en somme directe de ses 
intersections avec les sous-espaces de racines de l’action de 1° opé- 
rateur de monodromie sur gr;W,: F'gr,W, — ®F” griWi.1, Où À 


sont les valeurs propres de l'opérateur de Honodromie: L'opérateur 
de monodromie conservant la structure d’entiers de gr,W/,, le passa- 
ge au conjugué complexe permute les espaces des racines répondant 
aux valeurs À, À. On déduit ainsi de (9) le 
Corollaire 1. Pour toute valeur propre À on a 
gnWia= Fier Wii © FA griW, x. (10) 
Corollaire 2 (voir [334]). La taille de tout bloc de la forme jorda- 
nienne de l'opérateur de monodromie en cohomologie est non supérieure 


à n. De plus elle est non supérieure à n — 1 si la valeur propre du bloc 
est 1. 
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Exemple. Si n = 1, l'opérateur de monodromie n’a aucune valeur 
propre égale à 1, et il existe dans l’espace de cohomologie évanescen- 
te une base de vecteurs propres de l'opérateur de monodromie (voir 
exemple p. 294). 


Démonstration du corollaire 2. D'après le 
lemme 7, l’espace F* gr, W, est de dimension 0 pour k > n. D'après 
la formule (10), l’espace gr, W;,,1! est de dimension 0 pour ! > 2n — À, 
ce qu'il fallait démontrer (voir C ci-dessus). 


Corollaire 3. Pour tous k, LE Z,tE S’ l'opérateur N induit les 
isomorphismes 


N': EF granuWes © FT grnsuWn. (11) 
si Ai, et 

NU: FE gran, et Ze Fra Wi, ii, (12) 
si À = À. 


Démonstration du corollaire 3. D'après le lem- 
me 12, les images des premiers membres sont contenues dans les se- 
conds. D’après le p. 4 du lemme 9 et la formule (10), les images des 
premiers membres ne peuvent être plus petites que celles des seconds. 


13.3. Spectre du point critique. 


A. Couples spectraux du point critique. Définissons une col- 
lection non ordonnée de u couples de nombres caractérisant la posi- 
tion relative des filtrations pondérale et de Hodge. 

Soit pour tous À, LEZ la fibration quotient 


: gr Fer, W(*) = Fier W (*)/F* gr W (f*) 


D'après le lemme 7, on a sur cette fibration une action induite de la 

partie semi-simple de l'opérateur de monodromie. Choisissons une 

fois pour toutes une fibre de cette fibration et associons à chaque va- 

leur propre À de l’action dans la fibre de la partie semi-simple un 
couple 

(n—1—L (À, D, si, 

(n—1—1L (A), 1—1) si À=1; 


ici LA, (À) est tel que exp (2rils (À)) = À, 4 < Re lx (À) << k + 1. 
Construite de cette façon (pour tous #, L, À), la collection non ordon- 
née de u couples de nombres est appelée ensemble de couples spectraux 
du point critique du germe {. La collection non ordonnée des u premiers 
nombres des couples est appelée ensemble de valeurs spectrales, ou 
spectre, du point critique. Il est clair que ces ensembles ne dépendent 
pas du choix de la fibre des fibrations {gr"Fgr, W(f*)}. 


(13) 
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Expliquons pourquoi on associe à une valeur propre À le nombre 
n — 1 — Î} (à) qui est une des valeurs du quotient par 2ni du loga- 
rithme de 1/4. Par définition de la filtration de Hodge, la fibration 
quotient F* (f*)/F*# (f*) est engendrée par les valeurs des parties 
principales de formes d'ordre < n — 1 — k. Soit w une forme dont 
l'ordre est sur (7 — 2 — k, n — 1 — k] et dont la partie principale 
engendre une section non nulle dans F* (f*)/F**1 (f*). D'après le 
lemme 1, cette section non nulle appartient au sous-espace de racines 
de valeur propre À — exp (—2rix (w)) de l’action de la partie semi- 
simple de l'opérateur de monodromie. Exprimons l'ordre de la for- 
me wo en fonction de À: il vient n — 1 — L, (À) = n — 1 — k — 
— 1, (à) = & (o). Ainsi donc, x — 1 — l} (À) est le plus petit « 
pour lequel on a des formes d'ordre & dont les parties principales 
engendrent dans F" (f*)/F#*1 (f*) le sous-espace de racines de va- 
leur propre À de l’action de la partie semi-simple de l'opérateur de 
monodromie. Le nombre « intervient dans le spectre exactement 
autant de fois qu'il y a d'unités dans la différence des dimensions 
des espaces des parties principales des formes d'ordre & et des for- 
mes d'ordre & — {. 

Les seconds nombres des couples spectraux indiquent les niveaux 
de la filtration pondérale auxquels on voit apparaître de nouvelles 
parties principales. Par exemple, pour k—n—1ona 

F°-1 (f*)/F" (f*) — }rm-1 (f*), 
les nombres n — 1 — L,_, (À) sont dans le demi-intervalle (—1, O]. 
Si &1, . .., ©, sont des n-formes différentielles holomorphes d'ordres 
non positifs dont les parties principales forment une base de sections 
de la fibration 7" -t (f*), les ordres de ces formes constituent la partie 
du spectre appartenant à (—1, O]. 

Remarquons que le second nombre du couple caractéristique dé- 
pend de la valeur propre À, voir (13). 

Dans la définition de la filtration pondérale, nous avons aug- 
menté d’une unité les indices sur le sous-espace de racines de valeur 
propre 1, afin de vérifier l’assertion du théorème 3. Dans (13), nous 
avons diminué l’indice d'une unité, voulant profiter du fait que les 
propositions relatives aux quantités de ce type sont d'une grande 
simplicité (voir par exemple ci-dessous les symétries b) et c), lem- 
me 14, des couples spectraux). 

Citons en conclusion une autre définition du spectre. 


Lemme 13 (voir (354, 355]). Soient w:, . .., w, des n-formes 
différentielles holomorphes sur X. Supposons que 
1) La somme des ordres de ces formes soit n (n/2 — 1), 
2) la fonction 
dett:t + det2{ | wydf), j,1=1,...,p, 
ôj(t) 
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Où O1, . . ., Ô, est une base de sections covariantement constantes de la 
fibration d'homologie de Milnor, s'annule pour t — O à l'ordre 
u (7 — 2). Alors les ordres a (w1), . .., & (w,) de ces formes consti- 


tuent le spectre du point critique O du germe Ÿ 

Démonstration. On l'obtient sans difficulté en confron- 
tant le lemme 4, le théorème du déterminant 1 du $ 12 et les défi- 
nitions de la filtration de Hodge et du spectre. 


Corollaire. La somme des valeurs spectrales du point critique du 
germe Ÿ est égale à up (n/2 — 1). 


Notons que la démonstration du corollaire n'utilise pas le théo- 
rème de la structure de Hodge mixte. 


Remarque. De la définition des couples spectraux, il découle avec 
évidence que la somme de tous les seconds nombres des couples 
spectraux est égale à u (nr — 1). 


B. Nombres de Hodge. Par analogie aux couples spectraux, on 
définit les nombres de Hodge k“.", hot, Le nombre h?° * désigne la 
dimension du sous-espace de racines de valeur propre À de l’action, 
dans la fibre de gr" Fgriy4mW (f*), de la partie semi-simple de l’opé- 
rateur de monodromie. Le nombre k“:" est le rang de la fibration 


gr FgryimW (*). Par définition, k*:"— Shi", Les couples 
x 
spectraux et les nombres de Hodge hà'" se définissent mutuellement. 


Exemple 1. Soit ÿj = zh'l. Alors X®0 = hp; h}°° — 1 pour À = 
— exp (2nik/(u + 1)), k = 1, ...,u: les couples spectraux sont 
(—k/(u + 1), 0), où À = 1,...,p. 


Exemple 2. Soit f = x + ... + 2%. Alors Al), [M2] = 


= A/S. 21 2 1; le couple spectral est (n/2 — 1, nr — 1). 


C. Symétries. 


Lemme 14 (voir [334, 354]). Pour tous k, m on a les symétries 
a) RE T= he de 


b) jm hg mn TR si A 1; 


c) hY"=hT LE 

Démonstration. Le lemme se déduit du théorème 3 (voir 
n° 14.2 ci-après). 

Reformulons ces symétries en termes de couples spectraux. 

a) Le nombre de couples égaux à (&, L) est égal au nombre de 
couples égaux à (2n — 3 — ! — «, l) (voir les exemples). 
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b) et c) Le nombre de couples égaux à (æ, l) est égal au nombre. 
de couples égaux à (œ@+l—n+1,2n — 2 — 1). 

Les relations a) à c) expriment la symétrie entre les dimensions 
des espaces des parties principales des formes d’un degré donné qui 
sont sections d’une fibration donnée de la filtration pondérale (plus 
exactement, la symétrie entre les accroissements des dimensions). 

Combinant a) à c), nous obtenons le 


Corollaire. 1. Le spectre du point critique est symétrique par rapport 
au point n/2 — 1. 

2. L'indice de singularité complexe (voir n° 13.1 E) est non né- 
gatif. 

En effet, l'indice de singularité complexe est égal à n/2 — (1 + 
+ min) OÙ Gmin ESt la plus petite valeur spectrale. 

Notons une propriété du spectre: si le spectre du point critique 
est concentré au point n/2 — 1Â,i. e. se compose de plusieurs nombres 
n/2 — 1, le point critique est non dégénéré et le spectre se réduit à un 
nombre unique nj2 — 1. Cette propriété est une conséquence directe 
du théorème 7 du $ 3 sur la trace de l'opérateur de monodromie. 


D. Spectre et polyèdre de Newton. Le spectre est lié à la géo- 
métrie du polyèdre de Newton de la série de Taylor du point critique 
si la partie principale de la série de Taylor est non C-dégénérée (voir 
(303, 375] et aussi [334, 15, 87]). 


Définissons le spectre à l’aide du polyèdre de Newton pour 
n — 2. Dans ce cas le spectre est symétrique par rapport au point 0: 
et appartient à l’intervalle (—1, 1); il suffit donc de décrire sa partie 
située dans (—1, 0]. Nous avons vu en A qu'il suffit pour cela d’ex- 
hiber des formes d'ordres non négatifs dont les parties principales 
engendrent une base de sections de la fibration F1 (f*) et de calculer 
les ordres de ces formes. 

Considérons le polyèdre de Newton de la série de Taylor du point 
critique du germe f: (C", 0) — (C, 0). On dit que x” est un monôme 
sous-diagramme si le vecteur m + (1, ..., 1) n'appartient pas à 
l'intérieur du polyèdre de Newton. 


Exemple. Soit f = x, + xÿri + 2°. On voit sur la figure 81 les 
vecteurs m + (1, 1) pour les monômes sous-diagramme zx”. 

Associons à chaque monôme sous-diagramme zx" une forme 
zx" dr /\... /\ dx, ,dite forme sous-diagramme. Suppusons que la par- 
tie principale de la série de Taylor du point critique du germe f 
soit non C-dégénérée. Alors l’ordre de chaque forme sous-diagramme 
est non positif et se calcule d’après le degré du monôme à l’aide du 
théorème 2 (l’ordre est égal à l'éloignement des polyèdres du germe f 
et de la forme). 

Dans notre exemple les formes sous-diagramme sont d'ordres 
— 3/5, —5/12, —3/12, —1/12, —2/5, —1/5, —1/5, 0, 0, 0. 
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Théorème 4 (voir [354]). Si la partie principale de la série de Taylor 
du point critique du germe Ÿ: (C", 0) —+ (C, 0) est non C-dégénérée, alors 
les parties principales des formes sous-diagramme induisent une base de 
sections dans la fibration F""1 (f*). 


Corollaire. Les ordres des formes sous-diagramme constituent la 
partie du spectre du point critique de f appartenant à (—1, 0]. En par- 
ticulier, pour n = 2 les ordres des formes sous-diagramme définissent 
complètement le spectre. 


Remarques. 1. Pour décrire le spectre dans le cas de rz = 2, il est 
<ommode de noter non seulement les exposants des monômes sous- 
diagramme mais aussi ceux des monômes symétriques situés au-dessus 


L Fig. 81 


du diagramme. Les éloignements des couples de polyèdres du germe f 
{à partie principale non C-dégénérée) et des monômes notés forment 
le spectre du point critique de f. On a représenté sur la figure 82 les 
<xposants, translatés de (1, 1), des monômes sous-diagramme, ainsi 
que des monômes correspondants au-dessus du diagramme pour f = 
= 2 at + at + a. 

2. Utilisant le corollaire du théorème 4, on arrive à décrire Île 
spectre pour z — 3 aussi. La partie du spectre appartenant à (—1, 0] 
est donnée par le corollaire. Sa partie située dans [1, 2) est définie 
par la symétrie du spectre par rapport au nombre 1/2. Le reste du 
spectre appartient à (0, 1). Chaque valeur spectrale est quotient par 
2ri du logarithme d'une des valeurs propres de l'opérateur de mo- 
nodromie. Pour décrire la partie du spectre de l'intervalle (0, 1), on 
doit calculer d’après le polyèdre de Newton toutes les valeurs pro- 
pres de l'opérateur de monodromie (voir théorème 13 du $ 3 et 
13591), choisir les valeurs propres auxquelles correspondent les va- 
leurs spectrales appartenant à (—1, 0] |} [1, 2) et prendre les bran- 
ches des logarithmes des valeurs propres restantes qui, divisées par 
2xi, tombent dans (0, 1). Ces logarithmes divisés par 2xi forment le 
reste du spectre. 
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Démonstration du théorème. Les parties princi- 
pales des formes sous-diagramme constituent une famille libre, puis- 
que d’après le théorème 2 l’ordre de la combinaison linéaire des for- 
mes sous-diagramme est égal au plus petit ordre d’un terme. Les 
parties principales des formes sous-diagramme induisent une base de 
sections dans F*-1 (f*), car, d’après le théorème 2, toute forme située 
au-dessus du diagramme est d'ordre positif. 

Décrivons le spectre d’un point critique de multiplicité finie 
d'un germe f: (C”, 0) + (C, 0) de fonction quasi homogène. Soit f 
de type (&:, . .., &)et de poids 1. Soit {x | m € 1} un ensemble de 
monômes qui se projettent dans la base sur C de l'algèbre locale 
C {x}/(ôj'0r). Pour un m € I, posons 


lim) = (m+iut+e..s. + (ma +1) on — 1 


Théorème 5 (voir [333] et aussi [354]). Les valeurs l(m), mE€ I, 
forment le spectre du point critique du germe Ÿ de fonction quasi ho- 
mogène. 

Conformément à [354], le spectre du point critique du germe de 
fonction semi-quasi homogène se confond avec celui du point criti- 
que du germe de fonction quasi homogène correspondante. 

[Il est très facile d'indiquer les couples spectraux pour un germe 
semi-quasi homogène: tous les seconds nombres des couples spec- 
traux sont rz — 1 (voir l'exemple de la page 294). 

Pour toute sous-fibration de Hodge F*(f*), on indique des for- 
mes dont les parties principales induisent une base de sections dans 
cette sous-fibration. En effet, associons à un monôme zx" une forme 


Om = 2" du A ... | dr. 


Théorème 6 (voir (333, 354]). Soit ÿ : (C*, 0) — (C, 0) un germe de 
fonction semi-quasi homogène. Alors 

1) pour tout m € I l'ordre de la forme w, est L (m); 

2) pour tout k € Z les parties principales des formes {w, |mE€lI, 
L(m)Ln —1—%#k} constituent une base de sections dans la fibra- 
tion de Hodge F* (f*). 

Le tableau des spectres des points critiques simples, uni- et bi- 
modaux pour n = 3 dressé par V. Goryunov [130] donne pour cha- 
que point les nombres W et L,; le spectre {«,} est défini par æ&, = 
—= (L,/N) — 1. En raison de la symétrie des spectres par rapport à 
la valeur 1/2, on n'en rapporte que la moitié (sauf pour ceux de 
À nr Dys Tp,a.t), i-e. pour r < u/2. Pour les noms des points criti- 
ques, nous renvoyons à la Première partie. 


E. Spectre d’une somme directe de points critiques — somme 
des spectres translatée de 1. Soient f: (C", 0) > (C, O)etg: (C!, 0)+ 
— (C, 0) deux germes de fonctions holomorphes dans des points criti- 
ques de multiplicités finies respectives u et n. Considérons la somme 


20—0626 


Nom! N | {L,) Nom N {L,) 
Au In+i| p+1+k 1<k<u Ee 12 13 16 17 
Dy |2u—2] 3u—3 2u—1+2k E; 18 19 23 25 
0<k<u—2 E; 30 31 37 41 43 
Pa 3 3 4 4 4 |Zye 22 21 25 27 29 31 33 
X, 4 4 9 9 6 Zu 18 17 20 22 23 25 26 
Jo 6 6 7 8 8 9 1W,. 20 19 23 24 27 28 29 
Q10o | 24 23 29 31 32 35 W;s 16 15 18 19 21 22 23 
Qu: 18 17 21 23 24 25 En 42 41 47 53 55 59 61 
Que 15 14 17 19 20 20 22 |E;, 30 29 33 37 39 41 43 
S'11 16 15 19 20 21 23 E;; 24 23 26 29 31 32 34 35 
Sue | 13 12 15 16 17 18 19 IT, .o,t| pat pgt 2pqt (p+ki) qt 
U,,| 12 11 14 15 15 17 18 (g—+ ke) pt (t+%s) pq 
Zya | 30 29 35 37 41 45 O<k,< p 0< ka <gO < ka <t 


15: 18(p+9) | 17(p+9) 23(p+9) 25 (p+9) 9 (2p+17+2k) 
1<Kk< (p+10)/2 

VAS 14(p+7) | 13(p+7) 17 (p+7) 19 (p+7) 21 (p+7) 7 (2p+13+-2k) 
1<k< (p+7)/2 

Wi,p | 12(p+6) | 11(p+6) 14 (p+6) 16 (p+6) 17 (p+6) 6 (2p+11+2k) 
1<k< (p+7)/2 

WË, | 12(p+12) | 41 (p+-12) 17 (p+412) 12 (p4-124+4) 1< k< (p+11)/2 

Qa.p 12(p+6) | 11(p+6) 15 (p+6) 16 (p+6) 17 (p+6) 6 (2p+11+2k) 
1< k <(p+6)/2 

S1.p 10(p+5) | 9(p+5) 12 (p+5) 13 (p+5) 14 (p+5) 5 (2p+942%1 

” 1<k< (p+6)/2 
STp | 10(pP+10) | 9 (p+10) 13 (p+10) 10 (pH10+4) 1S k E (p+10);2 
Ui.p 9(pP+9) | 8(p+9) 11 (p+9) 13 (p+9) 9 (p+9+x) 14 < (p+4-8)/2 


Que 21 19 22 25 26 28 28 29 31 
Qi 30 27 31 35 37 39 40 41 43 
Qis 48 43 49 55 59 61 64 65 67 71 
S 17 145 418 20 21 22 23 24 925 
Se 24 21 25 28 29 31 32 33 35 
Ue 15 13 46 18 18 19 21 21 22 
Wi 20 18 21 23 24 26 27 28 29 
Wie 28 25 29 32 33 368 37 39 40 41 
Zu 24 22 25 28 29 31 32 34 35 
Zi 34 31 35 39 41 43 45 47 49 51 
2 54 49 55 61 65 67 71 73 77 T9 
Es 30 28 31 34 37 38 40 41 43 4 
E,o 42 39 43 47 51 53 55 57 59 61 
15 66 61 67 73 79 83 85 89 9 95 97 
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directe de ces germes f + g: (C" x C!,0 x 0) — (C, 0). Le germe 
f + g admet en O x 0 un point critique de multiplicité u-n. 


Théorème 7 (voir [354]). Si {æ;} est le spectre du point critique de 
f et {B,} le spectre du point critique de g, alors {ai + Ps + 1} est le 
Li du point critique du germe Ÿ +g (ici i=1,..., pu, j = 
= 1,..., 1). 


Corollaire 1. Si {a;} est le spectre du point critique du germe Ÿ: 
(C", 0) —+ (C, 0), alors {æs + 1/2} est le spectre du point critique du 
germe f + g°: (C7*1, 0) — (C, O0). 


Corollaire 2. Deux points critiques stablement équivalents ont 
même indice de singularité complexe. 


Démonstration du théorème. Elle utilise des in- 
tégrales oscillantes complexes avec comme phases f, g et f + 9, 
ainsi que le théorème de Fubini pour de telles intégrales. Reprenons 
les notations du n° 11.3. 

Nous avons indiqué au n° 11.3 une application du produit ten- 
soriel de groupes des chaînes permises pour les points critiques de f 
et de g dans le groupe des chaînes permises pour le point critique de 
f +9: 

Hn (X7, Xe; C) @ Hi (X6, X7; C) —+ Hay (XIE, X-/*8; C). 


Lemme 15. Cette application est un isomorphisme. 

Démonstration. ae: h l'application en question. Soient 
des bases 6,, ..., ô, € H, (X7, X 1) et ÿ1,. . ., Yn € Hi (XE, X 6). 
11 suffit d'exhiber sur X/* des (n + l)-formes différentielles holo- 
morphes %Ÿ1, . .., Ÿyn au nombre de u-n telles que 

det exu+enp,) % 0. 
RE 7 ) 

D'après le théorème du déterminant, il existe sur X” des n-formes 
Or +: «+» © telles que 


det ( | evo, ) Æ 0 
ô, 


(voir lemme 2 du $ 11). Il existe de même sur X£ des /-formes p;, ... 
+ Pn telles que 


det ( | ep.) % (. 
ŸJ 


Comme {w,}, on peut prendre des formes {w;/\;} (voir le théorè- 
me de Fubini 4 du $ 11). Le lemme est démontré. 


20° 
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On a construit au n° 11.1 un isomorphisme H,_, (X}) = (X/,X-/) 
pour tout & € S-. D'après le lemme 15, cet isomorphisme induit l’iso- 
morphisme Hy-1(X!) © Hi-1 (X*)  (Ha+y-1 (X/#8) pour tout 
t E S-. On voit sans peine que ce dernier isomorphisme se prolonge 
en un isomorphisme de fibrations d'homologie 


Tex © 8x = (1 +9)x (14) 


(ici , désigne la fibration d'homologie de Milnor). A cet effet, au 
lieu du couple X’, X- on considère des couples X/, X Nf1({HE 
ES | Re (e‘9t) < 0}); des modifications analogues sont à apporter 
aux couples (X£, X-:£) et (X/*E, X-,/*8). Avec cet isomorphisme de 
fibrations, les produits tensoriels des sections covariantement cons- 
tantes sont covariantement constants eux-mêmes, i.e. la connexion 
de Gauss-Manin dans la fibration (f + 93), est isomorphe à y’ @ 
Q id£ + id/ @ v£, donc au produit tensoriel des connexions de 
Gauss-Manin des fibrations f,, g%. 

Si w est une n-forme différentielle holomorphe sur X? et @ une 
1-forme différentielle holomorphe sur X£, alors w/\® est une 
{n + l)-forme différentielle holomorphe au voisinage du point 
0 x 0 € C" x C!. Le lemme 15 permet de définir la section géométri- 
que de w/Ap au départ de celles de w et de ®. 


Lemme 16 (voir [354]). Si 
so] = À te (In t)* AR /k!, 
s[g]= D #8 (Int) As, 
on «a 


so A ge D D er 1 #8#1B (a+ 1, +1) AR à ® 
® Af p/ (1!) 
où B est la fonction bêta. 


Remarque. Les sections 4x, @ A, sont assimilées à des sections 
de (f + 8),, en accord avec l’isomorphisme (14). 
Le lemme 16 résulte du lemme 2 du $ 11 et du théorème de Fubini. 


. Corollaire. L'ordre de la forme w /\q est égal à la somme augmen- 
tée de 1 des ordres de w et de y. . 

Pour démontrer le théorème 7, il suffit maintenant de profiter 
du lemme 13. Soient en effet w1, . .., w, des r-formes holomorphes 
sur X’ qui, jointes à f, vérifient les conditions du lemme 13. Soient 
de même M1, ..., Pn des l-formes holomorphes sur X£ qui, jointes 
à g, vérifient les conditions du même lemme. On voit sans peine que 
les formes {w,/\w;}, jointes à f + 8, vérifient elles aussi ces condi- 
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tions. Par conséquent, les ordres de ces formes (les quantités & (w,) + 
+ B (p;) + 1) constituent le spectre du point critique du germe 
+ 9. 

Ce raisonnement, développé d'une manière correcte, permet de 
prouver une forme renforcée du théorème 7 : si {(&s, v,)} sont les cou- 
ples spectraux du germe Ÿ et {(B;,u;)} les couples spectraux du germe g, 
alors {(œs + By + 1, vi + uy + 1)} sont les couples spectraux du 
germe Ÿ +5. 

On trouve dans [354] des formules explicites qui, au moyen d'opé- 
rations du produit tensoriel et de la somme, établissent des rapports 
entre les filtrations par le poids et les filtrations de Hodge des fibra- 
tions de cohomologie de Milnor des points critiques des germes f, 


get f + g. 


$ 14. Structure de Hodge mixte du point critique 
isolé d’une fonction holomorphe 


La structure de Hodge mixte dans un espace vectoriel est engen- 
drée par deux filtrations de l’espace qui vérifient les axiomes énumé- 
rés ci-dessous. Dans l'espace de cohomologie évanescente au point 
critique d’une fonction holomorphe il y a une structure de Hodge 
mixte naturelle. Les deux filtrations mentionnées sont en l'occurren- 
ce une filtration pondérale et une filtration de Hodge (voir $ 13). 
La première se construit d'après la structure jordanienne de l’opé- 
rateur de monodromie et traduit le comportement des intégrales prises 
suivant des cycles évanescents quand on fait leur prolongement analy- 
tique autour de la valeur critique du paramètre. La seconde se bâtit 
en comparant les vitesses de-convergence vers zéro des intégrales 
prises suivant les cycles évanescents quand le paramètre tend vers 
la valeur critique. Deux théories géométriques sont proposées pour 
étudier le comportement d'une fonction au voisinage d'un point 
critique : ce sont la théorie de Morse et la théorie de Picard-Lefschetz. 
La théorie de Morse étudie les transformations subies par l'hyper- 
surface de niveau de la fonction quand le niveau tend vers la valeur 
critique. La théorie de Picard-Lefschetz suit les changements de 
l'hypersurface de niveau quand celui-ci tourne autour de la valeur 
critique de la fonction sur la droite complexe. Dans ce sens la théo- 
rie de la structure de Hodge mixte d'un point critique représente une 
synthèse des deux théories citées. La structure de Hodge mixte en 
cohomologie évanescente joue un rôle non négligeable dans la théorie 
locale des singularités. 

Dans ce paragraphe nous discutons le rapport entre la structure 
de Hodge mixte et les autres caractéristiques du point critique. 


14.1. Définition de la structure de Hodge mixte. La structure 
de Hodge mixte est une structure auxiliaire présente en cohomologie 
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d'une variété complexe et induite par la structure complexe de la 
variété. 

Exemple. Soit une courbe complexe projective non singulière 
X « CP* de genre 1 définie dans une carte affine par l'équation 
y? = P, (x), où P, est un polynôme du troisième degré sans racines 
multiples. 

Considérons ses cohomologies à coefficients complexes. Les espaces 
H (X,C), H1(X, Cet H*°(X, C)sont de dimensions 1, 2 et 1 respec- 
tivement. Il y a dans chaque espace un sous-espace réel, image du 
plongement naturel de la cohomologie à coefficients réels. Mieux, il 
y a dans chaque sous-espace réel un réseau d’entiers, image du plonge- 
ment naturel de la cohomologie à coefficients entiers. Il existe tou- 
jours en cohomologie à coefficients complexes un sous-espace réel 
avec un réseau d'’entiers. 

Voyons maintenant de quelle façon se manifeste sur X la struc- 
ture complexe. Soit sur X une 1-forme différentielle © — dzx/y. 
On voit sans peine que w est une 1-forme holomorphe régulière en tout 
point de X. Etant fermée, w définit une classe de cohomologie 
[wo] € AH! (X, C). Toute autre 1-forme holomorphe w’ est proportion- 
nelle à w (en effet, w’/w est une fonction holomorphe bornée, donc 
constante). La structure complexe définit une orientation sur la cour- 


be. Pour cette orientation à | w/Ao > 0. En particulier, cela signifie 


À 
que la classe {w] est non nulle. Ainsi donc, les 1-formes différentiel- 
les holomorphes sur X engendrent dans At (X, C) un sous-espace F 


de dimension un, tel que H(X,C)= FF, où la barre symbolise 
la conjugaison complexe par rapport au sous-espace réel. 

Un théorème standard de la théorie des courbes elliptiques dit 
(voir (249, 318]) : l’espace vectoriel 41 muni des structures décrites 
(sous-espace réel avec un réseau d'entiers et sous-espace F) défi- 
nit la courbe ZX. 

Soient deux courbes X, X” de genre un et une application holo- 
morphe f : X—+> X’. Considérons l'application induite f* : A1 (X',C)—- 
— H1 (X, C). Il est évident que f* fait passer le sous-espace réel et 
le réseau d'’entiers en un sous-espace réel et un réseau d'’entiers res- 
pectivement. Mieux, on a f*F € F, car l'image réciproque d'une 
forme holomorphe est holomorphe. Cette remarque dénote la fonc- 
torialité de la structure décrite en cohomologie et porte une infor- 
mation non triviale sur les applications holomorphes. Par exemple, 
s'il n’existe aucune application linéaire non nulle (41 (X”', C), F) + 
— (H1 (X, C), F) laissant invariants le sous-espace réel et le réseau 
d'’entiers, toute application holomorphe X — X” est une application 
dans un point. 

On peut généraliser la construction du sous-espace F en cohomolo- 
gie de dimension 1 d’une courbe de genre 1 à une variété complexe 
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projective non singulière X de dimension quelconque ([396, 691). 
Pour un ! entier non négatif quelconque, choisissons en plus d'un 
sous-espace réel avec un réseau d'’entiers, dans l’espace de cohomolo- 
gie H'(X, C) des sous-espaces H!. 0, H!-141,,,., H0.!, où H® !— est 
le sous-espace de toutes les classes de cohomologie de dimension l re- 
présentables par des formes différentielles fermées qui, en chaque 
écriture locale 


S. - es = 
PAL 2 CPR dote ÿ1-r dir VA\ ….. Â\ di; \ dz ;, VA .…. VA\ dz;,_.; 


admettent dans chaque terme exactement Æ différentielles holomor- 
phes et exactement !{ — À différentielles antiholomorphes, i.e. r = # 
dans chaque terme. D'après le théorème de Hodge (voir [396, 69]) 
on a 


H! (X. C) — ® UH'o ELA HMER = Hi, ho (1) 


Comme dans le cas des courbes, les sous-espaces H", !-* portent beau- 
coup d'informations sur les caractéristiques les plus diverses de la 
variété (voir [396, 69, 137, 89, 181]). Il est évident que les applica- 
tions holomorphes de variétés laissent invariants les espaces H".!-*: 
si f: X —+ X’ est une application holomorphe, on a f* (H*1+#) 
« H*: 1 pour tout 4. 

En étudiant le comportement de (1) vis-à-vis de la structure 
complexe sur X et en généralisant la construction à des variétés avec 
singularités, on s'est rendu compte qu'au lieu de la suite de sous- 
espaces Æ!0,..., H°!, on devrait se préoccuper de la suite de 
sous-espaces ° 


{0} F'EFt-1c...cF0=H"'(X, C), 


où F = H, 0 HUE... AH! !-+, 

P. Deligne [89] a indiqué en cohomologie d'une variété algébri- 
que quasi projective (ayant des singularités arbitraires) deux filtra- 
tions naturelles : une filtration de Hodge {F*} et une filtration par 
le poids {W,}, et a montré que ces filtrations ont une propriété qui 
généralise (1) et qu'elles sont fonctorielles vis-à-vis d'applications 
algébriques de variétés. Deligne a donné à ces filtrations le nom de 
structure de Hodge mixte en cohomologie. Ce sont les propriétés de 
ces filtrations que nous avons mis à la base des définitions formel- 
les qui vont suivre. 


Remarque. Dans les exemples précédents les variétés sont non 
singulières et compactes. Pour une variété compacte non singulière 
la filtration par le poids est triviale: {0} = W,., € W, = H'(X, C). 

J. Steenbrink a défini la structure de Hodge mixte en cohomologie 
évanescente [334]. 
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A. Structures de Hodge (voir [1391). Soit HR un espace vectoriel 
de dimension finie sur R contenant un réseau Hz, et soit H = 
= HR @ RC son complexifié. 


Définition. Une structure de Hodge de poids L sur H est une dé- 

composition en somme directe H = @ H*°", où H*°" = H".R 
kh+m=l 

(la barre symbolise le passage au conjugué complexe). Les quantités 

k*." = dimcH". ” sont appelées nombres de Hodge. 

Pour deux structures de Hodge quelconques F/, H” de poids l, la 
somme directe Z @& H° porte une structure de Hodge évidente de 
poids /{. De même, si Æ et H” ont des poids (peut-être différents) 
et L’. alors 4 @ H', Hom (4, H'), AH, H* héritent les structures 
de Hodge de poids respectifs L + l’, l’ — 1, pl, —I. En effet, 
À € Hom (A, H')est de type (k, m) si À (H'.°) € (H°}k*7: 7" pourr, s 
quelconques. En particulier, cette définition est applicable à H* — 
— Hom (717, C), où C porte une structure triviale de poids 0; on peut 
assimiler 7 @ H” à Hom (4*, H'), et @’}H induit une structure de 
Hodge sur son sous-cspace A?H. 


Définition. Une application linéaire q : H — H” d'espaces vecto- 
riels munis de structures de Hodge est appelée morphisme de type 
(r, r) si elle est définie sur Q par rapport aux réseaux FH, H} et si 
q (4H!) € (H'}#, mr pour k, m quelconques. 


Remarque. Une application œ est définie sur Q par rapport aux 
réseaux À,;, H7 si sont rationnels les éléments de la matrice de œ 
dans les bases de vecteurs des réseaux. 


EX F Ti 
————— ——————— 
00 
(k+1,m—1) (k,m) (k-1,m+1) (k-2,m+2) 


Fig. 83 


A toute structure de Hodge H — © H'."' de poids L est liée 
une filtration de Hodge De 
(0) ...cF“mcecrte Mc... CH, 
où F'=@ Hi (fig. 83). La filtration de Hodge définit une 
structure de Hodge : 
Hem Ft N Fr. (2) 


Réciproquement, une filtration décroissante {F“} est induite 
sur À par une structure de Hodge de poids L si et seulement si F* @ 


@ F!-A# = H pour tout k. 
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En termes de cette nouvelle description, une application linéaire 
po: H —+ H' définie sur Q est un morphisme de type (r, r) si et seu- 
lement si @ conserve la filtration de Hodge avec une translation de 
r de tous les indices : ® (F*) & F'*#, k quelconque. 


Considérons une structure de Hodge X = , @  H*," et une 
+mel 


forme bilinéaire S sur H. Supposons que S prenne des valeurs ration- 
elles sur les couples de vecteurs du réseau X,. Supposons de plus 
que S est symétrique pour ! pair et symétrique gauche pour { impair. 


Définition. On dit que la structure de Hodge est polarisée par S si 
SH", H*°)=0 pour (k,m)Æ(m, k), 
(V=1)"S(, v)>0 pour veH",", 00. 


Un exemple de structure de Hodge polarisée est donné par la 
structure de Hodge bilinéaire en cohomologie primitive d'une variété 
différentiable projective (voir [396], ch. V). 


B. Structures de Hodge mixtes (voir [139]). Soient H, HR, Hz 
les mêmes qu'en À. 


Définition. Une structure de Hodge mixte sur H se compose de 
deux filtrations: 


{0)s...cW.cW,ceW;:,,c...cH, 


la Jiltration par le poids définie sur Q par rapport à Hz, et 
We. er er ete: cl, 


Ja filtration de Hodge. On veut que pour / quelconque la filtration sur 
gr: W — WW 


induite par la filtration de Hodge constitue sur gr,W une structure de 
Hodge pure de poids L (la filtration induite est F“gr, W — 
= (A NW, +W;,:)/W;1) Autrement dit, on veut que pour tous 
k, LEZil y ait 

gen W=F"gr, W@ F'ttigr W. 


(Comparer avec l’assertion du théorème 3 du $ 13.) 

La notion de structure de Hodge est un cas particulier de la no- 
tion de structure de Hodge mixte: si (H, {F*}) est une structure 
de Hodge de poids !, alors, en prenant comme filtration par le poids 

0}=W,;,c W, = H, on obtient la structure de Hodge mixte 


{ 
(H, {F*}, {Wm})e 

Définition. On appelle morphisme de type (r, r) de structures de 
Hodge mixtes (H, {F*}, {W,}) et (H', {F'*}, {W:;}) une application 
linéaire q : À —- H" définie sur Q par rapport aux réseaux H,, Hz 
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et telle que 
P (Wi) (eus Wiior (9) (F*) a F'h+r 


pour !, À quelconques. 
Un morphisme de type (r, r) induit une application 


P: £W — Grisor W' 


qui est un morphisme de type (r, r) de structures de Hodge pures de 
poids respectifs L et ! + 2r. 

Les opérations de somme directe, de produit tensoriel, de passage 
au conjugué complexe s'étendent de façon naturelle aux structures de 
Hodge mixtes. 

Exemple. Soit (H, {F“}, {W,}) une structure de Hodge mixte. 
Définissons une structure de Hodge mixte sur l’espace dual Æ*. Po- 
sons H£ = Iom (4, Z), (F*)* = ann F8, W = ann W_,,, où 
ann est l’annulateur. 


14.2. Discussion de l’assertion du théorème 3 du $ 13 de la struc- 
ture de Hodge mixte. 


A. Exemples. Point critique d'un germe T: (C, 0) — (C, 0) de 
fonction holomorphe d'une variable. Quitte à faire un changement de 
variable, on obtient f — z#*1, où u est la multiplicité du point criti- 
que. Soient f: X — S une spécialisation du germe, et f*: H — S’ 
la fibration de cohomologie de Milnor correspondante (p. 271). 
D après les exemples des pages 291, 294, on a pour tout t € S” 


(0}=W.eWo,:= Fo (As C); 

L0)=F;c F3= H0(X,, C). 
L'unique espace quotient non trivial de la filtration par le poids est 
£groWr = Ho (X:, C). La filtration de Hodge induit sur Ho (X 1, C) 
une structure de Hodge pure de poids 0, à savoir Ho (ZX, C) = 


— H°,°,où H}°= F? NF? (voir formule (1)). Le théorème 3 du $ 13 
pour f est démontré. 


Point critique non dégénéré du germe f = 25 + ... + x. D'après 
les exemples des pages 291, 294, on a pour tout { € S” 


{0} = Waotn/21-1,t € Wotnyal, : = AA (X 4, C), 
(0}= FIVE FIV = HA (X 0 C). 


L'unique espace quotient non trivial de la filtration par le poids est 
£ro(n/21W+ = HA (X,, C). La filtration de Hodge induit sur 
H"-1 (X,, C) une structure de Hodge pure de poids 21{n/2]: 
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Hn-1 (X,, C) = H1ÿ2, L/21, où Ht%/21, M2) Ft) N F1 (voir 
formule (2)). Le théorème 3 du $ 13 Dour À est démontré. 


Point critique de multiplicité finie d'un germe f: (C°, 0) — (C, 0) 
de fonction holomorphe de deux variables. C'est le premier cas non 
trivial. Reformulons les assertions du théorème de la structure de 
Hodge mixte pour ce cas. Soit f: X —+ S une spécialisation de f, et 
soit { € S’. D'après le lemme 7 du $ 13, la filtration de Hodge s’écrit 


{0}eFcFre...cH!'(X,, CO). 


D'après le corollaire 2 du n° 13.2, la taille de tout bloc de la forme 
jordanienne de l'opérateur de monodromie est non supérieure à 2, 
et le sous-espace de racines de valeur propre 1 de l'opérateur de mo- 
nodromie est constitué de vecteurs propres. La filtration par le poids 
s'écrit donc 


{0} = WoW Wor = H'(X:, C), 


où W,,, est engendré par tous les vecteurs propres de l'opérateur de 
monodromie de valeurs propres autres que 1, et W,,, est engendré 
par les vecteurs propres des blocs de Jordan de taille 2. 
Conformément au théorème de la structure de Hodge mixte, la 
filtration de Hodge induit, sur les espaces quotients de la filtration 
pondérale, des structures de Hodge pures, soit en l’occurrence 


gr Wi= Hi, (3) 
enW=Hi ent", goW=Hr "@H; @H;"!, (4) 


où H!," = Fhor,:nW (1 F"grrimW. D'après le corollaire 3 du 
n° 43.2 E, les H!'-!, H;!1 sont vides et 


&ro W,=Hr°. (9) 


Corollaire. On a F? = H!(X,, C). Autrement dit, toute classe de 
cohomologie évanescente appartenant à un sous-espace de racines de 
l'opérateur de monodromie est une valeur de la partie principale d'une 
2-forme holomorphe sur X d'ordre plus petit que 1. 


Remarque. Pour un germe de fonction de x variables, on a F? — 
= H"1,(X,, C). La démonstration est analogue. 

Les propositions (3) à (5) se laissent aisément traduire dans le 
langage des parties principales de 2-formes holomorphes sur X : 

a) Tout vecteur propre de W,,.. est la valeur de la partie princi- 
pale d’une forme d'ordre «& (w) € (0, 1). 

b) Si la forme est d'ordre non supérieur à 0, la valeur de sa par- 
tie principale en t n'appartient pas à W,.1. 

c) Tout vecteur propre de valeur propre 1 est la valeur de la 
partie principale d’une forme d'ordre 0. 
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d) Tout vecteur propre de W,., est la valeur du coefficient 
ctwhr OÙ wo est une 2-forme holomorphe sur X d'ordre & (w) € 
€ T— 4» ° 

e) Soit #; la projection dans gr;,W, du sous-espace de W,, en- 
gendré par les valeurs prises en t par les partie principales des for- 
mes d’ordre plus petit que 0. Alors gr,W, = F! @ F1. 

On déduit facilement des propositions a) à e) qu’en particulier, 
toute section élémentaire d'ordre non négatif est section géométrique 
d'une 2-forme. Par exemple, si À : t++ À (t) est une section cova- 
riantement constante uniforme de la fibration de cohomologie de 
Milnor, il existe une 2-forme & telle que [w/df |x,] = À (t) pour t 
quelconque. 


B. Symétrie des nombres de Hodge. Déduisons le lemme 14 du 
$ 13 du théorème 3 du $ 13. On a d’après ce théorème pour Î quel- 
conque 


enWi= @_HI", Him. (6) 


L'opérateur de monodromie agissant sur gr,W, laisse invariantes 
la structure réelle et la filtration de Hodge induite. Aussi l’opéra- 
teur de monodromie conserve-t-il la décomposition (6). 

Soit H*:"m le sous-espace de racines de valeur propre À de 


l'action de la monodromie sur H*:", Par construction F* gr, W,= 
— Hô @ Hi,thks@... Donc H*!# & For, W/F"gr W\. 
dim Hh th hhlh, dim Hi! = hj' 7%, L'assertion a) du lemme 
14 du $ 13 découle maintenant de (6). 

D'après le corollaire 2 du n° 13.2 E, on a pour tous k, Î 


N'(HE TIRE) = HR OR IR si 221. 
N! ça nHik) Hh-bn-k 
D'où les assertions b) et c) du lemme 14 du $ 13. 


C. Fonctorialité de la structure de Hodge mixte en cohomologie 
évanescente. Soit f: (C7, 0) —+ (C, 0) un germe de fonction holo- 
morphe à point critique de multiplicité finie. Soit g: (C”, 0) — 
— (C", 0) un germe d'application holomorphe de multiplicité finie. 
Supposons que le germe f © g: (C", 0) —> (C, 0) possède lui aussi 
un point critique de multiplicité finie. Le germe g induit une appli- 
cation d’une hypersurface de niveau de f °c g dans une hypersurface 
de même niveau de f. On voit sans peine que cette application défi- 
nit une application linéaire g* de cohomologie évanescente au point 
critique de f en cohomologie évanescente au point critique de Î cg; 
plus exactement, elle définit un morphisme de fibration de cohomo- 
logie de Milnor du point critique de f dans la fibration de cohomolo- 
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gie de Milnor du point critique de f + g. D’après le théorème 3 du 
$& 13, la filtration par le poids et la filtration de Hodge induisent une 
structure de Hodge mixte dans les fibres de ces fibrations de coho- 
mologie. 


Théorème 1 (voir [354]). L'application g* est un monomorphisme 
de type (0, O) de structures de Hodge mixtes. En effet, g* n'a pas de 
noyau et, pour tous k, I, 


ge (A Ge Ft (G 0 g8)°), (WG) WG © g)*). 

Démonstration. Soient X!, X{° les fibres des fibrations de 
Milnor des germes f et f + g respectivement. Supposons qu'on a 
choisi les spécialisations des germes et le représentant g de 9 de telle 
façon que g (X#)  X1. 

L'application g,: Hh_1 (X46, ©) + Hi (X?,-C) est épimorphe. 
En effet, si [ol € H, ; (X!{, C), © est le représentant de la classe [0] 
et {g-t(o)}, l'image réciproque du cycle © dans X/ alors 
Lx 1e (o)}] = k [ol], où # est la multiplicité de g. 

Démontrons la fonctorialité de la filtration par le poids. Il est 
évident que l'application g* envoie des sections covariantement cons- 
tantes sur des sections covariantement constantes. De plus g* com- 
mute à l'opérateur de monodromie. En accord avec la deuxième dé- 
finition de filtration par le poids (n° 13.2 B), cela démontre la se- 
conde inclusion du théorème. 

Démontrons la fonctorialité de la filtration de Hodge. Soit © 
une n#-forme différentielle holomorphe sur X’. Il est évident que 
l'ordre de g* (w) est égal à celui de w. Mieux, la partie principale de 
£g* (wo) est égale à l’image de la partie principale de w par le mono- 
morphisme g*. Cela démontre la première inclusion du théorème. 


Remarque. Une autre preuve de la fonctorialité de la structure de 
Hodge mixte en cohomologie évanescente est fournie par les rela- 
tions entre les spectres des points critiques des germes f (x), g (y), 
f (x) + 9 (y), voir n° 13.3, D et aussi [354]. 


D. Traduction du théorème de la structure de Hodge mixte dans 
le langage des intégrales oscillantes complexes. Soit f: (C , 0) — 
—+ (C, 0) un germe de fonction holomorphe en son point critique de 
multiplicité finie. Considérons des intégrales oscillantes complexes 
de phase f suivant des chaînes permises contenues au voisinage du 


point critique de g, i.e. des intégrales du type | evfw, où [TJ] € 


r 
€ H, (X, X-)et w est une n-forme différentielle holomorphe sur X 
{voir n° 11.1). 

Pour une amplitude donnée w, intégrer et/ w suivant des chaînes 
permises revient à définir sur ces chaînes une fonction linéaire du 
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paramètre t. Pour T — + une telle fonction se développe en série 
asymptotique (théorème du $ 11). La partie dominante de cette série 
asymptotique est appelée partie dominante de l’amplitude w. Dans 
le texte qui suit, nous construirons au moyen des parties dominantes 
de toutes les amplitudes une filtration sur l’espace dual de H,, (X,X7; 
C). Elle est appelée filtration de Hodge. Ensuite nous construirons 
sur ce même espace dual, à l’aide de l'opérateur de monodromie, 
une seconde filtration, dite filtration par le poids. 


Théorème 2. Les filtrations par le poids et de Hodge définies ci- 
après induisent une structure de Hodge mixte sur l'espace dual de 
H, (X, X-; C). 

Nous verrons sans peine un peu plus loin que le théorème 2 n’est 
qu'une reformulation (moyennant le lemme 2 du $ 11) du théorème 3 
du $ 13. 


Remarque. La filtration de Hodge que nous allons construire est 
fonction du paramètre t. Le théorème 2 reste vrai pour toute valeur 
positive de tT. 


Soit H* le dual de l’espace H,,_1 (X, X7; C). Il y a dans X* deux 
structures naturelles : un sous-espace réel J%$ et un réseau d'’entiers 
H7% (le réseau peut par exemple être formé de fonctions linéaires qui 
prennent des valeurs entières sur l'image naturelle du groupe 
Hh-1 (X, À; Z) dans H,, (X, X7; C). 

Proposons-nous de définir la filtration de Hodge dans H*. 

Soit w une n-forme holomorphe sur X. D’après le théorème 1 du 
$ 11 


few Sr (inrt} Bal 
(1 
où By. «x € H*. On appelle poids de la forme © le plus grand « tel 


que le coefficient B5 , soit non nul (voir la définition de l’ordre 
d'une forme au n° 13.1 C). Le poids sera noté B (w). 


Remarque. D'après la formule (6) de la page 246, la somme de 
l'ordre d’une forme et de son poids est égale à —1. 
On appelle partie dominante d'une forme w l'expression 


TA (Bÿ, pu) + » + + (In T)"71 Br 1 pu): 


La partie dominante est un vecteur dans H* qui dépend de +. 

Fixons un + positif. Définissons dans H* un sous-espace F* qui 
soit l’enveloppe linéaire des parties dominantes de toutes les formes 
de poids non inférieur à k — n (avec 7 fixé). S'il n'y a aucune partie 
dominante ayant un tel poids, on pose #% — {0}. La filtration 
{F#}, k E Z, est appelée jiltration de Hodge. 
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Définissons la filtration pondérale dans Æ*. Nous avons montré 
au n° 11.1 que H, (X, X-; C) & H,1 (X,, C), 1 E S-. On a donc 
H* = H"-11(X,, C). La filtration pondérale dans H"-1(X,, Ca 
été définie au n° 13.2. Prenons comme filtration pondérale dans H* 
la filtration induite de la filtration analogue dans H"-1(X,, C). 


14.3. Tour d'horizon des résultats sur la structure de Hodge mixte. 


A. Structure de Hodge mixte et forme d’intersection. Soit 
f: (C", 0) —+ (C, 0) un germe de fonction holomorphe en son point 
critique de multiplicité u. Considérons la forme d'intersection S 
en homologie Z,_, (X;, R) de dimension #7 — 1 évanescente au point 
critique. Soit u, la dimension du noyau de S. Si nr est pair, $ est al- 
ternée et u, Son unique invariant réel. Si »# est impair, S est symétri- 
que et se laisse diagonaliser par une transformation linéaire réelle. 
Soient +, u- les nombres de coefficients de diagonalisation positifs 
et négatifs. Les quantités u,, +, u_ épuisent tous les invariants 
réels de S. 

Soient k?:"” les nombres de Hodge de la structure de Hodge mixte 


en cohomologie évanescente au point critique de Îf. 


Théorème 3 (voir [334]). On a 
= DO kt— 2 hr. 


k+m<En k£tmzn+2 


Sinest impair, on a 
Me À Oh" D REED D km 


k+tmen+1 him>n+2 1-1 m pair 
m pair m pair 
k,m k,m k,m 
p= D Oh D  ORETED D hr. 
hbmeænt 1 hkimzn+2 2.#1 m impair 
m impair m impair 


Corollaire 1. La forme S est non dégénérée si et seulement si 1 n'est 
pas une valeur propre de l'opérateur de monodromie. 


Corollaire 2. (voir [334]). Si n est pair, u — u, est pair. Si n = 
= 3 mod 4, alors p — u_ est pair. Sin = 1 mod 4, alors p — u4 est 
pair. 

Si f est un germe de fonction quasi homogène, les nombres de 
Hodge h}:” se laissent exprimer en termes de structure quasi homo- 
gène de l’algèbre locale du point critique (voir théorèmes 4 et 5 du 
$ 13). Reformulons le théorème 3 pour ce cas précis. 

Soit f: (C”, 0) —+ (C, 0) un germe de fonction quasi homogène de 
type (&:1, . .., «,) et de poids 1. Supposons que 0 soit un point criti- 
que de multiplicité finie de f. Soit {z" | m € Z} un ensemble de mo- 
nômes qui se projettent dans la base sur C de l'algèbre locale 
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C {x}/(ôf/0x). Pour mEI posons L(m) = (m +1)u +... + 
+ (m, + 1) an — 1. 
Théorème 4 (voir [333]). On a 
uo = #{m EI |L(m) EZ}. 
Sinest impair, on a 
u+ = #{mEl]|l(m) é Z, [(m)]l impair}, 
u. = #{mEl]|l(m)é Z, [l(m)]l pair}. 
Exemple 1. A: f = zut + + za œ —= (1/(u + 1), 1/2, 1/2), 
I = {(m, 0, 0) ]m = 0, ..., u — 1}, LM) = (ms + 1)/(u + 1). 


Pour tout mElonal(m) e (0, 1). La forme d'intersection est défi- 
nie négative. 


Exemple 2. = 1% + ... + xn. La forme d'intersection est 
non dégénérée si les &, . .., 4, sont premiers entre eux deux à deux, 


Soit f un germe de fonction quasi homogène. Formulons pour ce 
cas le théorème établissant un rapport entre la forme d’intersection 
et la multiplication dans une algèbre locale du point critique de Ï. 

Soit X, la fibre type de la fibration de Milnor du point critique 
du germe f de fonction quasi homogène. Considérons l’homomorphis- 
me de Poincaré 


1: Hi (Xe, C) + HA (X,, C). 
On voit sans peine que l’image par x se confond avec @ H"'-1(X,;, 
à 


a 
C);, où l'indice À désigne le sous-espace de racines de valeur propre À 
de l'opérateur de monodromie. Définissons la forme S* sur l’image 
par x: 
S*(-,-)=S (RTC), a (-)). 


Pour tout m EI, posons ©» = z”"dx: |... /\dr,. D'après le 
théorème 6 du $ 13, les sections géométriques des formes w,,m € I, 
induisent une base de sections dans la fibration de cohomologie de 
Milnor. Si (m) 6 Z, les valeurs de la section géométrique de ©h 
appartiennent à l’image par |” homomorphisme de Poincaré. On dit 
que la forme w,, est primitive sil(m)éZ. 

Soit J la classe de l’hessien det (0*f/0x;ôx;) dans l’ Re locale 
Q = C {x}/(9f/8x). Une fonctionnelle linéaire & : Q — C est dite per- 
mise, ou admissible, si « (J) = O et & est quasi homogène (i.e. nul 
sur les éléments de Q dont le degré de quasi-homogénéité est distinct 
du degré de l’élément de J). 

Pour mEI posons R(m) = 1l(m) (L (m) — 1)... (L(m) — 
— [nm —2)/2)h sin >2etR(m)=1sin—1. 
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Théorème 5 (voir (124, 367]). Les valeurs des sections géométriques 
de deux formes primitives w», w» sont orthogonales par rapport à la 
forme S* si la somme des ordres des formes (i.e. la quantité L (m) + 
+ l'(m’)) est non entière ou si elle est inférieure à (n — 2). Il existe sur 
l'algèbre locale Q une fonctionnelle linéaire admissible à telle que pour 
deux formes primitives quelconques n,, m,, dont la somme des ordres 
est égale àèn—2ona 


S* (s Tom], s [om]) = Cte-a (27-27) #7 /(R (m)-R (m’)), 


où Cte — 1 pour n impair et Cte = L (m) — L (m’) pour n pair; s [o] 
est la section géométrique de w; t est la coordonnée dans la base de la 
fibration de Milnor. 

La fonctionnelle & est explicitée dans [367]. 


Exemple. A,:f = 2"t+x +; les formes ©, = 2"dr/ 
Ndze/\dzs, m —=0,...,  — 1, sont primitives; 


S*(slo,l, son ]) = —4n°t (nu + 1)/(m + 1) (u — m) 


si m +m' — u — 1. Sur d’autres couples de formes wh», ©me la 
forme S* est nulle. 


Dans [337] la forme d'’intersection est liée au résidu local. 


B. Structure de Hodge mixte et déformations. Supposons que 
par suite d’une déformation d’une fonction holomorphe, son point 
critique se sépare en plusieurs points critiques plus simples. 


Problème. Quels sont les rapports entre les structures de Hodge 
mixtes du point critique initial et des points critiques apparus à 
la suite de la décomposition du point initial? 

Il doit visiblement exister des « lois de conservation » pour les 
décompositions de points critiques qu'on peut formuler en termes 
de structures de Hodge mixtes. De nombreux exemples nous por- 
tent à avancer l'hypothèse suivante. 

Ordonnons le spectre du point critique: & <@e < ... << ay. 


Hypothèse (V. Arnold {18]). Le spectre est semi-continu au sens 
suivant : si le point critique P est adjacent à un point critique P” (plus 
simple), avec u° << u, alors ax < ax. 


Remarques. 1. Même dans des cas simples et se prêtant à un calcul 
direct (tels que le cas quasi homogène ou le cas du point critique 
d’une fonction de deux variables à partie principale non dégénérée 
de la série de Taylor), cette hypothèse est une assertion arithmétique 
non triviale relative aux points entiers intérieurs à des polyèdres 
convexes. 

2. V. Goryunov [130] a vérifié cette hypothèse pour les points 
critiques simples adjacents à des points simples, pour les points 
critiques unimodaux adjacents à des points unimodaux, pour les 


21—0626 


322 INTÉGRALES DES FORMES HOLOMORPHES [CH. 111 


points critiques bimodaux de rang 2 adjacents entre eux, voir [130] 
et le tableau des spectres à la page 306. 

3. La symétrie du spectre par rapport au point n/2 — 1 démontre 
l'hypothèse pour le cas où le point critique P” est non dégénéré. 

4. La symétrie du spectre par rapport au point n/2 — 4 et l'hy- 
pothèse conduisent à l'encadrement &, < a < Gy+çu-n) Par 
exemple, si le point critique composé donne par décomposition un 
point de Morse (u = u” + 1), le spectre du point P° divise le spectre 
du point P. 

Le rapport entre les spectres des points P et P” est le même qu'en- 
tre les demi-axes d'un ellipsoïde dans R# et les demi-axes de sa sec- 
tion par le sous-espace R"'. 

5. L'hypothèse implique la semi-continuité des dimensions des 
espaces de la filtration de Hodge, à savoir la semi-continuité des 
nombres 

_ > pa h! me h,= > à Rh-m 


r<h m r>h m 


6. Dans le cas particulier du point critique d'une fonction de 
deux variables, cette semi-continuité se réduit à celle du genre g de 
la fibre type de la fibration de Milnor et à celle du « cogenre » p — g 
(auquel cas la fibre type est une surface riemanienne dont la carac- 
téristique d’Euler-Poincaré est 1 — u et qui présente u + 1 — 2g 
« trous »). La semi-continuité des deux quantités est évidente (celle du 
« cogenre » découle de la nature monomorphe du plongement de l’ho- 
mologie évanescente au point critique simple dans l’homologie 
évanescente au point critique composé). 

7. L'hypothèse avancée corrige et généralise l'hypothèse de semi- 
continuité de l'indice d'oscillation du point critique d'une fonction 
analytique réelle (voir n°5 6.6, 9.2, 13.1 D, 13.3 C, ainsi que [11, 
12, 171). 


Considérons une déformation du point critique initial P à la suite 
de laquelle P ne se décompose pas, i.e. pour toute valeur du para- 
mètre de déformation il existe exactement un point critique de mul- 
tiplicite pi. 


Théorème 6 (voir [351,355]). Le spectre est invariant par de telles 
déformations. 


Remarques. 1. L'assertion du théorème est une variante de l’asser- 
tion de l'hypothèse d’Arnold pour u = pu. 

2. On montre dans [355] que les sous-espaces de la filtration par 
le poids et de celle de Hodge subissent une variation holomorphe 
avec la variation du paramètre de déformation. 

3. Du théorème 6 il ressort que le plus petit ordre possible de 
l'intégrale d’une forme holomorphe suivant les classes d'une famille 


$ 14] STRUCTURE DE HODGE MIXTE DU POINT CRITIQUE ISOLÉ 323 


covariantement constante d'homologie évanescente au point critique 
(i.e. la première valeur spectrale) est invariant par les déformations 
décrites ci-dessus. Cela signifie que si le plus petit ordre possible de 
l'intégrale change par la déformation donnée, celle-ci ne conserve 
non plus la multiplicité du point critique (ïi.e. il se produit une dé- 
composition du point critique). Ce raisonnement conduit au théo- 
rème / qui suit. 

Soit un germe de fonction holomorphe f: (C", 0) + + (C, 0) en son 
point critique de multiplicité u, et soit son déploiement 3: (C" x C, 
O x 0) —+ (C, 0). On appelle strate u — Cte de %ÿ; un germe d'en- 
semble (A, 0) & (C*, 0) composé de toutes les valeurs des paramè- 
tres À pour lesquelles une fonction 5} (-, À) admet un point critique 
de multiplicité u de valeur critique 0. 


Théorème 7 (voir [358, 372]). La codimension de la strate p — 
— Cte dans la base du déploiement versel d'un germe de fonction holo- 
morphe en son point critique de multiplicité finie est non inférieure au 
nombre des valeurs spectrales de la structure de Hodge mixte du point 


critique du germe plus petites que œ&1 + 1 (&. est la première valeur 
spectrale). 


Remarque. S'il s'agit du point critique d'une fonction semi-quasi 
homogène, la strate u — Cte dans la base du déploiement versel a la 
codimension égale au nombre des valeurs spectrales invoquées dans le 
théorème 7. La majoration découle de [190], la minoration est don- 
née par le théorème 7, le majorant et le minorant de la codimension 
sont égaux. Il y a plus: dans le cas du point critique d'une fonction 
quasi homogène, le raisonnement précédant le théorème 7 permet 
d'exhiber explicitement la strate u = Cte. 


Théorème 8 (voir [358]). Soit f: (C", 0) —+ (C, 0) un germe quasi 
homogène de type (1, . .., &,) et de poids 1. Soit {:" |mE I} un 
ensemble de monômes qui se projettent dans la base sur C de l'algèbre 
locale C {x}/(0f/dx). Considérons le représentant F (x, À) = f (x) + 
+ Y» kmT” du déploiement versel de Ÿ. La strate u = Cte se définit 

m € I 
alors par les équations {1,4 = 0[mElZI, (x, m)<1}. 

On trouve dans [118] la démonstration du théorème 8 pour les 
germes homogènes. 

L'hypothèse d'Arnold fut prouvée récemment. 

Soient f |: (C", 0) —+ (C, 0) un germe de fonction holomorphe en 


son point critique isolé, et 5: (c” X € 0 x 0) —+ + (C, 0) son dé- 
ploiement. 


Définition [362]. On dit que U.€ KR est l'ensemble de semi-conti- 
nuité de $ÿ si U possède la propriété suivante. Pour un À assez petit, 
24e 
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À E C!, soient x!, ..., x° € C" les points critiques de même valeur 
critique d'une fonction ÿ; (-, À); alors on trouve dans ÜU au moins 
autant de valeurs spectrales du point critique initial de f que de va- 
leurs spectrales des points critiques x!, . .., x° pour la totalité de 
ces points. 


Hypothèse de semi-continuité de la densité du spectre (voir [361]). 
Tout intervalle (æ, &« + 1), « € KR, est ensemble de semi-continuité 
pour toute déformation. 


Remarque. On devrait peut-être considérer le demi-intervalle 
(«, « + 1] au lieu de l'intervalle (&, « + 1) dans l’énoncé de l’hy- 
pothèse. 

Il est clair que cette hypothèse conduit à celle d'Arnold. 


Propositions sur la semi-continuité : 

(1) L'hypothèse de semi-continuité de la densité du spectre est vé- 
rifiée pour les déploiements des germes de fonctions de une ou de deux 
variables (voir (364, 365]). 

(Il) Tout intervalle (ax, & + 1), « E(—2,—1), et le demi-intervalle 
(—1, O] sont des ensembles de semi-continuité pour les déploiements des 
germes de fonctions d'autant de variables que l'on veut (voir [364, 365)]). 


(111) Pour tout a € KR irrationnel, l'ensemble |] (« + 2k, & + 
ke Z 


+ 2k + 1) est ensemble de semi-continuité pour les déploiements des 
germes de fonctions d'autant de variables que l'on veut (voir [362]). 

(IV) Soit f(x, ..., zn) un polynôme quasi homogène de type 
(@1, .- . ., w,) et de poids 1 ayant un point critique isolé à l'origine. 
On appelle déformation inférieure de f tout polynôme 


FN =) + Es, 


où les {p;} sont des monômes de poids quasi homogène inférieur à 1. 
Alors les déformations inférieures du polynôme vérifient l'hypothèse de 
semi-continuité de la densité du spectre (voir [361]). 


Corollaires. 1° L'indice d'oscillation complexe du point critique 
d'un germe de fonction de une, deux ou de trois variables est semi- 
continu supérieurement par les déploiements (voir [363]). 

2° On dit que le point critique d'un germe de fonction d'autant de 
variables que l'on veut est suffisamment dégénéré si son indice d'oscil- 
lation complexe est dans (—1, 0]. Alors l'indice d'oscillation complexe 
d'un point critique suffisamment dégénéré est semi-continu supérieure- 
ment par les déploiements du germe (voir [363]). 

Le critère de dégénérescence suffisante est formulé dans [363] 
ainsi qu'au n° 13.1 G. Enfin, dans {[336], la démonstration de l’hy- 
pothèse d’Arnold fut achevée. 
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co) Tout intervalle (œ, œ& + 1] est ensemble de semi-continuité 
3361. 

La proposition (IV) apporte du nouveau à la question suivante. 
Soit Y € CP" une hypersurface algébrique de degré d dont tous les 
points singuliers (simples, doubles) sont non dégénérés. Quel est le 
nombre maximal W, (d) de points singuliers non dégénérés que puisse 
porter une hypersurface de degré d? 

La réponse exhaustive à cette question est connue seulement 
pour r — 4 et 2. On a À, (d) = [d/2] et V, (d) — d(d — 1})/2, le 
maximum ayant lieu sur une courbe se décomposant en un ensemble 
de droites génériques. Les cas non triviaux commencent à partir de 
n =3 


Majorations. Le premier résultat est dû à À. B. Basset (1906, 
]) : 


Na(a)&(d(d—1)—5— V d(à—1)(34 — 14) + 25)/2, 


le majorant tendant vers d°/2 pour d —+ . D'autres auteurs (voir 
[39, 56, 331, 126]) ont amélioré cette majoration et l’ont généralisée 
au cas de z > 3, mais le majorant présentait loujours le comporte- 
ment asymptotique d'/2 pour d — oc. La proposition (IV) ci-dessus 
fournit une majoration suivant une autre loi asymptotique. 

On appelle nombre d'Arnold À, (d) le nombre des points entiers 
(41, . .., En) strictement intérieurs au cube (0, d)' tels que 


(n — 2) d/2 +1 < D'k, EL nd/2. Par exemple, pour nr — 3 on a 
A; (d) = 23d3/48 + (les termes de plus bas degré en d). 


Proposition sur la majoration (voir [361]). Soit Y & CP" une 
hypersurface algébrique de degré d dont tous les points singuliers sont 
isolés. Alors le nombre de ses points singuliers non dégénérés est non 
supérieur à À, (d). Si n — 3, le nombre total des points singuliers est 
non supérieur à A3 (d). 

Pour un nr donné le nombre d’'Arnold À, (d) s'écrit a,d" + (les 
termes de plus bas degré en d). On montre sans peine que an 


= V 6/nn pour n —+ co. 

Dans le cas de surfaces de CP*, Miyaoka a récemment démontré 
la meilleure majoration, connue à ce jour, du nombre de points sin- 
guliers non dégénérés, son comportement asymptotique est 4d%/9. 


Proposition (voir [247]). Soit Y € CP® une surface ce degré d 
dont les seules singularités sont des points rationnels dcubles (i. e. 
des points de types À,, Du Es, E;, Es). Alcrs leur nombre n'est pas 
supérieur à 4d (d — 1)°/9. 

Nous donnons ci-bas une table de majorations pour d petits et 
n — 3 tirée pour l'essentiel de [247]. 

Stagnaro déduit ses estimations en supposant la position des 
points singuliers sur la surface, générique. Par conséquent, l'égalité 
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d Na(d) Astd) | Miyaoka | Basset Stagnaro Bruce 
4 16 16 16 16 16 17 

9 31 31 36 34 32 32 

6| >64 68 66 66 64 73 

11 >90 104 112 114 111 108 
8 | =160 | 180 174 224 178 193 
9 > 160 | 246 256 270 267 256 
101 >325 | 375 360 384 330 401 
111 >>300 | 480 488 535 521 500 
1 


2[ =576 | 6:6 645 696 693 121 


N3 (6) — 64 n'est pas prouvée. Tout récemment Stagnaro a publié 
le résultat W, (6) -- 66. L'égalité NW, (4) = 16 est démontrée par 
Kummer (1864), N, (5) — 31 par Beauville (1980 [39]). L'inégalité 
N: (6) > 64 appartient à Catanese-Ceresa [37] et à Stagnaro [331], 
l'inégalité W, (7) > 90 est due à Stagnaro [331]; NW, (8) > 160 à 
Kreis [39] et Gallarati [38]; les inégalités W, (9) > 160, W, (10) > 
> 325, N, (11) > 300, W, (12) > 576 à Kreis [39]. 


Minorations. S. Chmutov a proposé une méthode qui fournit 
semble-t-il la meilleure minoration du nombre W, (d) pour d grand. 
Il a proposé de prendre comme hypersurface à grand nombre de 

n 
points singuliers une hypersurface d'équation affine D Ta (xs) = 0 
| n J="1 
pour n pair et > Ta (x) = 1 pour nr impair. Ici 7; est un polyn- 
j=1 
me de Tchébychev de degré d ayant deux valeurs critiques: +1. 
Le nombre C, (d) des points singuliers de l'hypersurface de Chmutov 
s'écrit c\d"' + (les termes de plus bas degré en d). Par exemple 
Cs = 3/8. Pour n —+ on a c, — V 2/(nn). 


Le cas d — 3. À, (3) — 2"V Snn pour r —+ æ (A. Givental). En 
partant de l’idée de Chmutov. A. Givental a pu construire des exem- 
ples d'hypersurfaces cubiques à grand nombre de points singuliers. 
Soit G (x, y) un polynôme de degré 3 à deux valeurs critiques: +1, 
portant l’une trois points critiques et l’autre, un point. On a alors 
pour le nombre g£g, de points singuliers d’une hypersurface cubique 
n/2 

d'équation > (—1)/G (x;, y;) = 0 de n variables (pour nr pair) le 
j=1 

comportement asymptotique g, — 2"V 16/3rn pour n — co. 
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Les majorations et les exemples de Givental pour d=3etn 
petits sont donnés dans la table suivante. 


n 2|s 5 6 7 | 8 | 9 
An (3) 3 4 | 10 Je | 35 5 [ue 10 20 | 196 
Givental |: 4 | 10 | 15 33 | 54 EE 118 | 189 


L'égalité N. (3) appartient à Togliatti (1936 [346]). Citons encore 
une application de la proposition sur la majoration. 


Proposition [365]. Soit Y © CP* une courbe algébrique de degré 
d ne présentant que des points singuliers isolés. Soit n, le nombre de ses 
points singuliers non dégénérés, n,, celui de ses points de rebroussement, 
B (d) le nombre de points entiers (k:, k:) strictement intérieurs au carré 
(0, d})° tels que [d/6] + 1 < k, + k, < 7d/6. Alors n; + 2n, < B (d). 

Notons que B (d) — 23d°/36 pour d —+ c. Citons enfin l’article 
de Chmutov [74] consacré aux majorations du nombre de points sin- 
guliers d’une fonction, situés à ses deux niveaux. 

C. Singularités réelles. Nous allons décrire l'utilité de la struc- 
ture de Hodge mixte en cohomologie évanescente pour l'estimation 
des caractéristiques réelles de fonctions réelles. Il s'agit notamment 
de l'étude de la topologie des variétés algébriques réelles en géométrie 
algébrique. 

Soit une courbe algébrique réelle non singulière de degré m située 
sur le plan projectif réel. Les composantes connexes de la courbe (va- 
riétés de dimension un difféomorphes au cercle) sont appelées ovales. 
La question de position relative des ovales d’une courbe algébrique 
réelle est un des problèmes de géométrie classique (voir le seizième 
problème de Hilbert). 

Les courbes planes du second degré furent étudiées encore en 
Grèce ancienne; Descartes et Newton étudièrent les courbes de de- 
grés 3 et 4. La topologie des courbes de plus haut degré fut un problè- 
me autrement ardu : l’étude complète des courbes non singulières de 
degré 6 ne fut achevée que vers 1969, et toutes les positions relatives 
possibles des ovales d’une courbe de degré 8 restent inconnues encore 
aujourd'hui (voir [26, 141, 386]). 

En plus de la description de la situation des ovales sur les cour- 
bes de bas degré, on connaît différentes assertions relatives aux in- 
tervalles de variation possible des diverses caractéristiques numéri- 
ques des courbes algébriques d’un degré donné (voir [26]). Une asser- 
tion de ce type est l'inégalité de I. Petrovski qui suit. Nous en dis- 
cuterons les généralisations. 
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Chaque ovale d’une courbe de degré pair partage le plan projectif 
en deux parties dont l’une est difféomorphe au cercle et s'appelle 
intérieur de l'ovale, et l’autre est difféomorphe à la bande de Moe- 
bius. On dit que l’ovale est positif (ou pair) s'il est intérieur à un nom- 
bre pair d’autres ovales, et négatif (ou impair) s’il est intérieur à un 
nombre impair d'ovales. Notations: p — nombre d'ovales positifs, 
k — nombre d'’ovales négatifs. 

I. Petrovski a démontré en 1938 [246], pour les courbes de degré 
pair d = 2l, l'égalité 


[2@È—k)—11< 37 —-3 +1; 


on trouve également dans {246] une généralisation de cette inégalité 
aux courbes de degré impair. En 1949 I. Petrovski et O. Oleïnik 
ont démontré [272] des inégalités analogues pour les hypersurfaces 
algébriques réelles différentiables dans l’espace de dimension quel- 
conque. 

Considérons en effet une hypersurface projective réelle non sin- 
gulière À € RP"-1 de degré d définie par un polynôme homogène f 
de nr variables. Si d'est pair, on note B. et B_ les parties de RP"-1 
définies par les conditions f > 0, f < 0 respectivement. 

On appelle nombre de Petrovski le nombre des points entiers stric- 
tement intérieurs au cube (0, d)" et situés sur l'hyperplan qui pas- 
se par le centre du cube normalement à sa grande diagonale. Notation : 


Hh(d)={Hk=(k, ..., k)|0<k, <d, Dk,=dn/2). 
Les inégalités de Petrovski-Oleïnik sont : 
| 4 (4) — 1 | < IT, (d) si nr est pair; 
| x (B+) — x (81) | < IT, (d) si nr est impair et d pair. 


Ici x est la caractéristique d'Euler-Poincaré. En particulier, la pre- 
mière inégalité donne une estimation pour z = 4 de la caractéristique 
d’Euler-Poincaré des surfaces algébriques dans l’espace projectif 
réel tridimensionnel; la seconde inégalité se confond pour r = 3 
avec l'inégalité de Petrovski. 

V. Arnold a proposé une forme unique pour les inégalités de 
Petrovski-Oleïnik : 


Théorème 8 (voir [15]). La quantité figurant dans le premier 
membre de l'inégalité de Petrovski-Oleinik est égale tant pour nr pair 
que pour n impair à |ind|, où ind est l'indice du point singulier 
O ER’ du gradient dans R” du polynôme jf, définissant l’'hypersurface. 

Théorème 9 (voir [15]). La quantité figurant dans le second membre 
de l'inégalité de Petrovski-Oleïnik est égale, pour l'hypersurface don- 


née par un polynôme homogène f, au nombre de Hodge h?/j"/? de la 
structure de Hodge mixte en cohomologie évanescente au point critique 
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0 E R" du polynôme f (regardé comme une fonction sur C" pour n pair, 
et au nombre de Hodge RK14)2 +2 D La structure de Hodge mixte en 
cohomologie évanescente au point critique O0 € C"*1 du polynôme f (x) + 
+ y si n est impair et d est pair. 

Ainsi donc, les inégalités de Petrovski-Oleïnik prennent une 
forme d'expression unique : le module de l'indice du point singulier 
dans R" du gradient d’un polynôme à coefficients réels est majoré par 
un nombre de Hodge correspondant de la structure de Hodge mixte 
en cohomologie évanescente au point critique du polynôme regardé 
comme une fonction dans l'espace complexe. 

Sous cette forme les inégalités de Petrovski-Oleïnik sont généra- 
lisées au cas du point critique de multiplicité finie d’une fonction 
différentiable. 

Soit f: (C", 0) —+ (C, 0) un germe de fonction holomorphe en son 
point critique de multiplicité finie. Supposons que, restreint au 
sous-espace réel R? € C”, le germe f ne prenne que des valeurs 
réelles. Considérons sur R", au voisinage de son origine, le champ de 
vecteurs grad f [,n. Soit ind l'indice de son point singulier 0. 


Théorème 10 (voir [15, 367]). Si nr — 2kest pair,on a 
lind| <hË#, 


où h}%, est Le nombre de Hodge de la structure de Hodge mixte en coho- 
mologie évanescente au point critique de Ÿ. Sin — 2k — À est impair, 
on a 


lind | < hic Ù 


où h}:" est le nombre de Hodge de la structure de Hodge mixte en coho- 
mologie évanescente au point critique O0 € C'*1 du germe Î (x) + 3° de 
fonction de n + 1 variables. 


Remarques. 1. Pour nr = 2 il découle du théorème que le module 
de l'indice du point singulier O0 de multiplicité finie du gradient 
d’une fonction réelle de deux variables ayant un polyèdre de Newton 
donné est non supérieur au nombre des points entiers intérieurs sur 
le diagramme de Newton (voir [15], et aussi n° 13.3 D). 

2. Comme pour les inégalités de Petrovski-Oleïnik, on peut expri- 
mer l'indice en fonction des caractéristiques d'Euler-Poincaré des 
variétés de niveau locales du germe f |pn. Soit en effet X', la fibre de 


la fibration de Milnor du point critique du germe f. Soit RX, sa par- 
tie réelle X, MN R'. Soit + (resp. %_) la caractéristique d'Euler- 
Poincaré réduite (diminuée de 1) de la variété RX, pour t positif 
on pour { négatif). On démontre sans peine (voir par exemple 
15)] le 
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Lemme 1. L'indice du point singulier O du champ de vecteurs 
grad f [pn est lié aux caractéristiques d'Euler-Poincaré réduites des 


variétés de niveau locales réelles du germe Inn par les relations sui- 
vantes : 


ind = ef pour n pair, 
YX, pour n impair. 


3. La quantité k}:*, intervenant dans le théorème admet — indé- 
pendamment de la parité de 7 — une expression unique en fonction 
du spectre du point critique de f : c’est le nombre des couples spec- 
traux égaux à (72/2 — 1, nr — 1). Pour nr = 2k cela est évident, et 
pour nr —= 2k — 1 on utilise le corollaire du théorème 7 du $ 13. 
Notons que (n/2 — 1, nr — 1) est le centre de symétrie de la collection 
des couples spectraux. 

4. Le prototype des inégalités du théorème, en plus des inéga- 
lités de Petrovski-Oleiïnik, est l'inégalité suivante due à V. Kharla- 
mov [181]: 


x (4)—11Sh""—1, 


où À est une variété projective réelle non singulière quelconque de 
dimension 2k et k*“.* le nombre de Hodge de la structure de Hodge 
pure en cohomologie du complexifié de À. 

D'autres restrictions imposées à la situation de la variété algébri- 
que réelle ont été proposées dans les travaux de V. Arnold, O. Viro, 
D. Gudkov, V. Zvonilov, V. Nikulin, O. Oleinik, I. Petrovski, 
G. Polotovski, V. Rokhlin, R. Thom, V. Kharlamov cités en fin du 
livre. 

9. La majoration qui fait l’objet du théorème 10 peut servir 
d'exemple du schéma de raisonnement suivant en géométrie réelle 
(voir {15]). Pour majorer un invariant de type topologique réel, on 
cherche un invariant convenable d'un objet complexe qui majore le 
premier. Les invariants des objets complexes sont constants pour 
presque tous les membres de la famille complexe irréductible (car les 
cas non dégénérés correspondent à une hypersurface complexe dans 
l’espace des paramètres de la famille, et le complémentaire d’une 
telle hypersurface est connexe). C'est la raison pour laquelle on 
calcule les invariants de l’objet complexe en termes de données discrè- 
tes du problème (le degré, le polyèdre de Newton, etc.). La recherche 
d’une majoration des invariants de type topologique réel implique 
donc à résoudre deux problèmes distincts : chercher l'invariant majo- 
rant d'un objet complexe et calculer cet invariant au moyen de don- 
nées discrètes. 

6. Formulons un problème non résolu [15]: on demande des ma- 
jorations non améliorables (exprimées au moyen des nombres de 
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Hodge (?)) des nombres de Betti individuels dans le cas d’une variété 
de niveau locale d'une fonction différentiable réelle au voisinage de 
son point critique dégénéré, en. particulier du nombre b,. Il serait 
peut-être plus facile de majorer les nombres b,, b, — b;, bo — b, + 
+ b:, . .., ainsi que des combinaisons de nombres de Morse types 
locaux M, Mo — M;, Mo — Mi + M, . .., où M; est le nombre 
des points critiques non dégénérés d'indice i confluents au point criti- 
que initial pour une morsification de ce dernier. 

Indiquons, enfin, les transformations subies par les surfaces de 
niveau d'une fonction de trois variables au voisinage de son point 
critique simple ou unimodal. | 

On sait bien qu'au voisinage de son point critique non dégénéré 
toute fonction se présente comme une forme quadratique, à condi- 
tion de choisir des coordonnées convenables. 11 y a donc deux éventua- 
lités, en fonction de la signature de la forme quadratique : les surfa- 
ces de niveau sont soit des sphères et des ensembles vides (suivant la 
valeur du niveau), soit des hyperboloïdes à une et à deux nappes. 
I1 se trouve qu’au voisinage d'un point critique simple ou unimodal 
d'une fonction de trois variables, les surfaces de niveau subissent 
exactement dix transformations, ou bifurcations, différentes que 
nous allons décrire. 

Toute bifurcation des surfaces de niveau au voisinage d'un point 
critique de valeur critique Ô est un couple de surfaces de petit ni- 
veau positif et de petit niveau négatif qui appartiennent à une boule 
de petit rayon centrée en le point critique. On obtient un tel couple 
de surfaces en prenant une petite sphère centrée au point critique et 
en la partageant, au moyen de la surface de niveau nul, en deux 
parties : le lieu des valeurs positives est un ensemble difféomorphe à 
la surface de petit niveau positif, le lieu des valeurs négatives est un 
ensemble difféomorphe à la surface de petit niveau négatif, et le 
lieu des valeurs nulles est une variété différentiable de dimension 1 
(réunion des « ovales »); voir [245]. 

Une telle partition de la sphère se laisse aisément décrire par un 
graphe aux sommets affectés de signes + ou —. Etant donnée une 
partition, ses domaines connexes sont lessommets du graphe (affec- 
tés du signe qui correspond à celui de la fonction sur l'ensemble re- 
présenté) ; deux sommets sont liés par une arête s’il s’agit de domaines 
contigus. La sphère étant simplement connexe, le graphe en question 
est un arbre. Par exemple, pour la fonction z* + y* — z° le graphe 
présente trois sommets liés par deux segments; les sommets extré- 
mes ont le signe —. 

S'agissant d'une fonction de deux variables (resp. d'une variable) 
sa bifurcation au voisinage du point critique se définit par la parti- 
tion d’un petit cercle de petit rayon (resp. d’un couple de points) 
en deux domaines, lieux des valeurs positives et des valeurs négatives 
de la fonction. Une telle partition se définit par les nombres de com- 
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posantes connexes de chaque, domaine : un couple de nombres (b$, b;), 
appelé dans le texte qui suit le type de bifurcation. 

Dans le théorème suivant les noms des points critiques sont les 
mêmes qu'au $ 17 de la Première partie. Les lettres sont munies 
d'indices supérieurs +, — ou +. Il y a autant de signes en indice 
qu'il y a de signes + dans la formule correspondante du $ 17 de la 
Première partie; parfois il y a un signe de plus: c'est celui du para- 
mètre a dans la formule. L'ordre des indices de la notation coïncide 
avec l'ordre des signes dans la formule. On suppose vérifiées les res- 
trictions consenties au $ 17, et de plus p, g, r >2 dans T,y,r. 


Théorème (S. Orevkov [262]). 1. Les points critiques des fonctions 
d'une variable admettent trois types de bifurcation : 


type (2, O0) (le minimum): Ajx41: 

type (0, 2) (le maximum): Aon+1; 

type (1, 1): A. 

2. Les points critiques simples et unimodaux de 2-jet nul des fonc- 


tions de deux variables admettent les types de bifurcation suivants sur 
les surfaces de niveau : 


type (1, O0): XŸ* pour a>—92, Xéih, YÈTÉ, Ÿr: 

type (0, 1): X57 pour a <2, Xogam Yann Ÿr: 

type (1, 1): Dir, Es Es Jio pour a2<4, Jivron, Jiora: 
Xéihis Xoxhtis Var 2epts Var 241; 

type (2, 2): Dagyts En X9 , Xo 7. Jfoyonsis Âôon, Xooh: 
Varia Varnds Varti, 25415 

type (3, 3): Dan, Jio, Jio pour a2> 4, Jigons Jia X342R41- 
Xodéh+is Von dpi V'2r Det 

type (4 4)): XS5*t pour a<—2, Xÿ7 pour a>2, X5j0n, 


Xgpohs Vars Var 

3. Les points critiques unimodaux des fonctions de trois variables 
admettent des bifurcations sur les surfaces de niveau de types et de gra- 
phes indiqués sur la figure 84: 


+ — > = + — + + = + |-+ - |+- 247 - 


GW) (21) (2) (22) (31 (13) PA) (4) 


Fig. 84 
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type (1, 1): PS pour a°<4, Péÿon, Pojon, Roms Ratam: 
Re ni Ras sh er. Rat: Tips aa, 2rtis T4 2941, 2rbi 
(nombre pair de signes positifs), Tous Es, Eiss Wie) Qior Que: 
Si Ufé; 

type (2, 1): Pééon+ss Pagonsis Rabamæts Top, 20, re Tape 2041, 2r41 
Tipemr Ets Zi Wiss Qi Sir Zi; 

type (1, 2): Péponsis Psgongie Ritèmaæts T'apr 2q 2rs Top 2g+1, 2r4ts 
Tapmr Ets, Zis, Wis', Qi Si Zi; 

type (2, 2): PS pour a2> 4, EPépon® Poor, : R2tg1, 2m+1s 
Rata, omis Rénttts Run Tant, 2r+1 (nombre impair de si- 
gmes positifs), Tap4i, m3 

type (3, 1): Roi, 2m: f Frrge Rat, T2p. 2, 2r+1) Zi: Ui ; 

type (1, 3): RÂtams Rèm ts Roms Lip än 2rtis Zi Vi; 

type (4, 1): Top. 20, 2r; 

type (1, 4): Tip 39 2r- 


Corollaire. Pour les points critiques énumérés à l'alinéa 3 du théo- 
rème le graphe de la bifurcation est défini par son type. 


Remarques. 1 (S. Orevkov {263]). Le théorème permet de décrire 
les transformations des hypersurfaces de niveau au voisinage des 
points critiques dont chacun est somme directe des points énumérés 
dans le théorème. En effet, si la somme directe a deux termes dont 
l’un est fonction de m et l’autre de k variables, le domaine des valeurs 
positives (négatives) de la somme sur la sphère S"**-1 correspond à 
l'ensembre (ME! x D*) U (D" x M*7*) par l’homéomorphisme 
(S-1 x D*) U (DM x S*-1) > Sm**-1, où M, est l'ensemble des 
valeurs positives (négatives) prises par le terme en question de la 
somme directe sur la sphère correspondante. En particulier, quand on 
ajoute le carré d'une nouvelle variable (i.e. quand on passe à un 
point stablement équivalent), le nouveau domaine des valeurs néga- 
tives sur la sphère se déduit de l'ancien par multiplication par l'in- 
tervalle, et le nouveau domaine des valeurs positives sur la sphère 
est obtenu en recollant deux exemplaires de la boule suivant l'an- 
cien domaine des valeurs positives sur la sphère qui constitue le bord 
de cette boule. 
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2. Sur les surfaces de niveau d'une fonction de trois variables, 
au voisinage de son point critique simple ou unimodal, dix types de 
bifurcations sont possibles : en plus des huit types de la figure 84, 
ce sont le type (1, 0) (le minimum) et le type (0, 1) (le maximum). 
Cette assertion découle du théorème et de la remarque précédente. 


D. Polynôme de Bernstein. Soit © (x) = 2? + ... + zrA une 
forme oi ne On a l'identité | 


(+ > Glam) Q(a= A (a+ 1) Qt. 


I. Gelfand et ; Shilov l'ont utilisée dans [121] pour définir le 
degré complexe d'une forme quadratique considérée comme une 
distribution. Cette identité a motivé le théorème suivant dû à I. Bern- 
stein. 

Soit f: (C7, 0) —+ (C, 0) un germe de fonction holomorphe. Soit À 
une variable indépendante. Considérons un ensemble de sommes fi- 
nies du type 


2 az) M (z)A 8, où a, ,: (C", 0) + C 


sont des germes de fonctions holomorphes et f*-* des symboles for- 
mels. Soient P (x, À, 0/0zx) des opérateurs différentiels à coefficients 
holomorphes en x et polynomiaux en À: 


P(z, À 6/67)= > _ Bke a (2) M (0/x). 


Ces opérateurs agissent sur l’ensemble précédent si l'on pose 
O/0x,fà-# — (À — k) 9f/0x,f-h 1. 


Théorème 11. JL existe un polynôme B (À) et un opérateur diffé- 
rentiel P (x, À, 0/ôzx) tels que 


P (x, À, ô/ôx) fà = B (A) fr-1. 


I. Bernstein a démontré ce théorème [43] pour le cas où f est 
un polynôme; J. E. Bjürk l’a étendu au cas général [49]. 

On voit sans peine que l’ensemble des B (4) vérifiant (7) forme 
un idéal dans C [À]. Le générateur unitaire b de cet idéal est appelé 
polynôme de Bernstein du germe f. Il est évident que b (0) = O (il 


suffit de poser À — 0 dans (7)). Mettons b (à) — Ad (À). Le polynôme 


b (À) est appelé polynôme de Bernstein réduit. 

La démonstration du théorème 11 s'appuie en DRFHGDMer sur le 
cas d'application suivant. 

Supposons que le germe f ne prenne sur le sous-espace réel R° € 
« C" que des valeurs positives. Fixons un représentant f de f et dé- 
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finissons sur le voisinage de l'origine de R” deux fonctions f. : 
f(x) pour f(:)20,. 0 pour f(x)z0, 
fee) = | = 
O0 pour f(r) <O, f(x) pour f(x) <0. 


Soit @: R"— R une fonction différentiable à support contenu dans 
un voisinage suffisamment restreint de l'origine. Posons 


120, = | (2) (0 d7, 
R? 
où À E Cest un paramètre complexe, Re À > 0. On peut considérer 
les intégrales 7, comme des distributions du paramètre À sur l’espace 
des fonctions {p}. Les intégrales 7. sont bien définies pour Re À > 0 
et dépendent de façon holomorphe de À. 


Théorème 12. Les intégrales I. admettent des prolongements analy- 
tiques sur C en tant que fonctions méromorphes du paramètre À ayant 
leurs pôles sur des progressions arithmétiques 


hu ki—14,ki—2, ..., 


Où À, Ào, - . . sont des racines du polynôme de Bernstein du germe . 
Démonstration. Ona 


bQ) | f'odr= |iPfodr= | fLtP*ql: 
R" | : Us R? 
ici b est le polynôme de Bernstein, P un opérateur différentiel qui, 
joint à b, vérifie (7), P* = D(—1)1a IN (0/07) bs.. (x) l’adjoint 
de P. Ces égalités permettent de prolonger analytiquement les in- 
tégrales Z, du demi-plan Re À > 0 au demi-plan Re À > —1, etc. 
B. Malgrange [227, 228] a établi un rapport entre les racines du 
polynôme de Bernstein et les valeurs propres de l’opérateur de mono- 
dromie en cohomologie évanescente au point critique du germe f. 
Supposons que le germe f: (C", 0) —+ (C, 0) ait un point critique 
de multiplicité finie u. À chaque valeur propre À de l'opérateur de 
monodromie associons la progression arithmétique L (À) de tous les 
a tels que exp (2nia) = À. 


Théorème 13 (voir [228]). Les racines du polynôme de Bernstein 
du germe f appartiennent à la réunion de toutes les progressions arithmé- 
tiques construiles. Chaque racine est plus petite que 1. 


Corollaire. Les racines sont des nombres rationnels. 


M. Kashiwara a prouvé dans [174] la rationalité des racines du 
polynôme de Bernstein d’un germe dont le point critique n'est pas 
obligatoirement de multiplicité finie. 
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Dans [3601] on définit une filtration dans les fibres de la fibration 
de cohomologie de Milnor d'un point critique de multiplicité finie 
et on exprime les racines du polynôme de Bernstein en termes d'’ac- 
tion de l'opérateur de monodromie sur les espaces de cette filtration. 
Des relations évidentes entre cette filtration et celle de Hodge condui- 
sent à de nouvelles inégalités entre racines du polynôme de Bern- 
stein. 

Définissons cette nouvelle filtration que nous appellerons troi- 
sième (après la filtration par le poids et celle de Hodge). La troisième 
filtration en cohomologie H"-1 (X (t)) de la fibre de la fibration de 
Milnor sera notée {G/}. 

Prenons une n#-forme différentielle holomorphe quelconque w sur 
X et développons sa section géométrique en série suivant les sections 
covariantement constantes: 


s[w]= >} 1% (Int)? A$ a/ pl; 
P, @ 


voir n° 13.1. Mettons le sous-espace G? égal à l’enveloppe linéaire de 
toutes les valeurs en t des sections Aa, @œ << n—1—k, 
= 0,1,..., n — 1, de toutes les formes «. 
De la définition il découle facilement que la troisième filtration 
est décroissante : 


…cétleGie.…. 


Ses termes sont invariants par l'opérateur de monodromie. Pour k 


quelconque le sous-espace G? contient le sous-espace F : de la filtra- 
tion de Hodge. 


Théorème 14 (voir [360]). Soit, pour k quelconque, Q, le plus petit 
polynôme de l'action de l'opérateur de monodromie sur G?/G;*!. À cha- 
que racine À du polynôme Q, associons une quantité y (À) + 1 — n, 
où In (à) est tel que exp (2xil, (à)) = à, k < ln (à) < k + 1. Consi- 
dérons la réunion de toutes les quantités de ce type (elles sont notées 
Œis Los + - .«) pour tous k. Alors [(s — ©) (s — &:) . . .] € C [s] est 
le polynôme de Bernstein réduit. 


Corollaire. Si f est un germe de polynôme quasi homogène, les ra- 
cines du polynôme de Bernstein réduit de f s'obtiennent en multipliant 
le spectre du point critique de Ÿ par —1. (Démonstration: la 
troisième filtration coïncide en l'occurrence avec la filtration de 
Hodge). 

Puisque tout terme de la filtration de Hodge est inclus dans un 
terme de la troisième filtration, on a le 


Théorème 15 (voir [351, 354]). 1. Toute racine k-uple du polynôme 
de Bernstein réduit est plus grande que k — n. 
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2. Sia Ep, p + 1) (p entier) est une racine k-uple du polynôme 
de Bernstein réduit, la progression arithmétique L (exp (—2nix)) pos- 
sède sur l'intervalle (—n + k — p, 1) au moins k racines (comptées avec 
leurs multiplicités) du polynôme de Bernstein réduit. 


3. Le polynôme de Bernstein réduit b (s) est divisible par (s — a)" 
si et seulement si a >> 0 et la forme jordanienne de l'opérateur de mo- 
nodromie a un bloc de taille n de valeur propre exp (2nia). Pour « 


entier b (s) est divisible par (s — a)"”? si et seulement si «a = 0 et la 
forme jordanienne de l'opérateur de monodromie a un bloc de taille 
n — 1 de valeur propre 1. 

Le théorème dit que la plupart des racines du polynôme de Bern- 
stein réduit se situent à droite du point s = 1 — n/2 (voir les sy- 
métries du spectre au n° 13.3). 

Les racines du polynôme de Bernstein peuvent varier quand on 
déforme le point critique du germe dans la strate u = Cte. 


Exemple (voir [306]). Soit f (x, y) = ax’ + yf + xy, où a est un 
paramètre, a € C. Pour a = 0 le polynôme de Bernstein réduit a com- 
me racines {//24}, où L = —15, —11, —10, —7, —6, —5, —2, —1, 
0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 15. Pour a 0 les racines sont {//24], 
où L = —7, —6, —5, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 
13, 14, 15. 

Dans cet exemple les racines font un « saut » vers le bas quand 
a — 0. Selon un théorème prouvé dans [360] ce phénomène est typi- 
que; plus, dans ce théorème est expliqué, en termes de la troisième 
filtration, le caractère de variation des racines du polynôme de Bern- 
stein ru des déformations du point critique le long de la strate 
u = Cte. 

Citons quelques articles traitant du polynôme de Bernstein: 
[275, 276, 397 à 399, 42, 352 à 357, 383 à 385]. 


E. Structure de Hodge mixte et algèbre locale du point critique. 
Soient f: (C", 0) — (C, 0) un germe de fonction holomorphe en son 
point critique de multiplicité u, et f: À —+ S une spécialisation de 
f. Nous considérons ici des n-formes différentielles holomorphes sur 
X aux formes divisibles par df près, i.e. les classes d'équivalence 
Q7 (X}/df /\ Q"-1 (X), où QP (X) est un espace de p-formes différen- 
tielles holomorphes sur X. À chaque classe d'équivalence on associe 
une section d'une fibration particulière construite à partir de lafil- 
tration par le poids et de la filtration de Hodge de la fibration de 
cohomologie de Milnor du point critique du germe. Cette section est 
appelée coefficient original de la classe d'équivalence. La correspon- 
dance associant le coefficient original à la classe d'équivalence 
établit une relation entre l’espace Q" (X)/df /\ Q"-1 (X) et la cohomo- 
logie évanescente au point critique du germe. Nous citerons un exem- 
ple où cette relation est mise à profit. 


22—06826 
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Remarque. Les formes de Q" (X) s'écrivent k dr; À ... | dx, et 
les formes de df /\ Q"-1 (X) s’écrivent 


D (—1)"h,df/ox,-dx, À ... \ dr, 


Si donc ÆX est assez petit (ce qui est toujours supposé), alors 
Q" (X)/df À &"-1(X) est un espace vectoriel de dimension u sur € 
(tout comme l’algèbre locale C{x}/(df/0x)). 

Décrivons la construction du coefficient original. Fixons une 
classe d'équivalence et considérons la borne supérieure des ordres 
des formes appartenant à cette classe. La borne supérieure est appe- 
Jée nombre de Hodge de la classe d'équivalence. 


Théorème 16 (voir [354], $ 9). Le nombre de Hodge d'une classe 
est égal à + si et seulement si la classe est celle de la forme nulle 
(i.e. si elle se confond avec df f\ Q"-1(X)). 

Supposons que la classe considérée ne contienne pas la forme 
nulle. De toutes les formes d'ordre maximal de la classe, retenons 
celles dont la partie principale est une section de la sous-fibration 
de la filtration par le poids ayant le plus petit indice. Cet indice 
minimal sera appelé nombre de poids de la classe. 

Soient «, !/ le nombre de Hodge et le nombre de poids de la classe 
respectivement. La partie principale de toute forme différentielle de 
la classe vérifiant les deux conditions indiquées plus haut se projette 
en une section de la fibration gr“F gr;/W (f*), où À = n — 1 
+ [— a] (voir la définition de gr"“#Ægr, I (f*) à la page 330). 


Théorème 17 (voir [354], $ 9). Cette section ne dépend pas de la 
forme de la classe vérifiant les deux conditions formulées plus haut, et 
est une section non nulle. 

Cette section de la fibration gr*F gr,W{(f*) est appelée coefficient 
original de la classe d'équivalence. Une forme dont l’ordre est égal 
au nombre de Hodge de la classe et dont la partie principale est une 
section de la sous-fibration de la filtration par le poids d'indice égal 
au nombre de poids de la classe, est appelée forme originale 
(cf. (353, 354]). 

Soit w© € Q"(X) une forme d'ordre &. Supposons que la partie 
principale de w soit section de la sous-fibration d'indice / et ne soit 
pas section de la sous-fibration d'indice ? — 1 de la filtration par le 
poids. Alors la partie principale de w se projette en section de 
er*F gen W (f*), où k = n — 1 + [—al. 


Théorème 18 (voir [354], $ 9). Si la section de gr'F gr,W (f*) in- 
duite par la partie principale de w est non nulle, alors w est une forme 
originale dans sa classe d'équivalence. 

Les nombres de Hodge et les nombres de poids des classes d’équi- 
valence induisent des structures auxiliaires sur Q"(X)}/df À Q"”1(X). 
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Définition. On appelle vecteur] spectral de la classe [w] € Q",dj A 
AS&"”1 (À) le couple ordonné V [wo] = (a [ol], ! [w]), où « [ol est le 
nombre de Hodge et / [w] le nombre de poids de la classe [w]. Si 
[w] est la classe de la forme nulle, on pose V [w] = (oo, —o). 

Arrangeons les vecteurs dans l'ordre lexicographique: posons 
V > V'sia> a ousi a = x’ et L< l’. Par exemple, (1/3, 0) < 
<< (1/2, 1) << (1/2, 0). 

Il est évident que le vecteur spectral reste inchangé quand on 
multiplie la classe d'équivalence par un nombre non nul; le vecteur 
spectral d’une somme de classes est non inférieur au minimum des 
vecteurs spectraux des termes. 

Pourtout vecteur V € R°, désignons par FW.. (resp. FW...) l’ensem- 
ble de toutes les classes dans Q" (X)/df À Q"-1 (X) ayant le vecteur 
spectral non inférieur à V (resp. supérieur à V). [l est évident que 
FEW, = FW.;, et que chacun de ces sous-ensembles est un espace 
vectoriel complexe. 

La filtration {FW+}ver: sera appelée filtration de Hodge-poids 
de l'espace Q" (X)/dfj À Q"71 (X). Posons 


gryFW = EWy/FW, . 


On appelle espace gradué de la filtration de Hodge-poids un espace 
complexe de dimension pu 


ge FW= @ gr, FW. 
VER: 


Les théorèmes 16 à 18 établissent un isomorphisme entre l’espace 
gr FW et l’espace choisi des sections de dimension up (espace des 
coefficients originaux) de la fibration de dimension pu: 


gr F gr W(f*)= ® gr" F gen W(f*). 


Cet isomorphisme associe à tout élément de gr,.FW son coefficient 
original. 

Voici un bilan informel des constructions précédentes : après 
passage au quotient par les filtrations de Hodge et par le poids, les 
espaces de cohomologie évanescente au point critique du germe Îf et 
Q* (X}/df À "71 (X) sont canoniquement isomorphes. L'isomorphis- 
me est établi en passant de la classe d'équivalence des formes au 
coefficient original de la classe. 


Remarques. 1. A l’aide de cet isomorphisme, on peut définir les 
couples spectraux de la structure de Hodge mixte en cohomologie 
évanescente en termes de filtration de Hodge-poids sur Q"(X)/df /\ 
AG"-1(X). En effet, prenons le couple (x, !) € R° exactement autant 
de fois qu'il y a d'unités dans la dimension de gré.nFW si aéZet 
dans celle de grço, 141 FW si & € Z. La réunion des couples de 
ce type se confond avec l’ensemble de tous les couples spectraux. 


22* 
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2. Chaque fibrat iongr'F gr,W(f*) est munie de la connexion de 
Gauss-Manin. L'opérateur de monodromie de la connexion n’a pas 
de blocs jordaniens. D'une façon générale, un coefficient original 
arbitraire n'est pas une section covariantement constante de la 
connexion, mais les directions définies par les valeurs du coefficient 
sont invariantes par la connexion. 

3. Les coefficients originaux permettent de munir gr FW d'une 
structure de Hodge mixte. 

Citons à présent un exemple de proposition dont la démonstration 
utilise l'isomorphisme indiqué plus haut: 


Théorème 19 (voir [353]). Soit N: H"-1(X, C)— H"-1(X, C) 
le logarithme de la partie unipotente de l'opérateur de monodromie. 
Soit {f}: C{x}/(0f/0x) > C{x}/(0f/0x) l'opérateur de multiplication 
par f. On a alors pour tout j >0 


dim (ker ({}#)) & dim (ker (W)), 
où dim (ker ( )) est La dimension du noyau de l'opérateur. 


Corollaire [307]. Si l'opérateur {j} n'a pas de blocs jordaniens de 
taille j ou plus, l'opérateur de monodromie n'en a pas, lui, non plus. 

Par exemple, dans le cas quasi homogène, {f} est l'opérateur 
nul, aussi l'opérateur de monodromie est-il diagonalisable. 

Esquisse de démonstration. La structure jorda- 
nienne de l’opérateur {f} se confond avec celle de l'opérateur de mul- 
tiplication par f dans Q"(X)/df /\ Q"-1(X). On montre que l'opé- 
rateur de multiplication par f fait passer FW.n en FWio+ 1-0) 
pour tous (œ, L) (voir la démonstration du lemme 12 du $ 13). Aussi 
{f} induit-il un opérateur gr {f}: gr FW — gr FW qui fait passer 
Elta. 0FW en gr(a+1,1-2FW pour tous (&, !). Il est évident que la 
structure jordanienne de l’opérateur {f} et celle de l'opérateur 
gr{f} vérifient l'inégalité 


dim (ker({f})) < dim (ker ((gr{f}))) 


pour tout j > (. 

Ensuite on utilise le théorème 3 du $ 13 de la structure de Hodge 
mixte pour montrer que l’isomorphisme de l'espace gr FW à l’es- 
pace des coefficients originaux fait passer l’opérateur gr{f} à l’opé- 
rateur V multiplié par un certain nombre non nul sur chaque terme 
de l'espace gr FW’. Le théorème est démontré. 


Remarque. On démontre dans [354] la proposition suivante. Con- 
venons d’appeler longueur du spectre du point critique d’un germe f 
la différence entre la plus petite et la plus grande valeurs spectrales. 
Si j est plus grand que la longueur du spectre, on a {f}? = O, i.e. 
f’ E C{xr}/(ôf/0x). Puisque le spectre est situé dans l'intervalle 
{—1, n — 1), on a toujours f" € (6f/8x) (voir [51, 215]). 


$S 15] APPLICATION DE PÉRIODES ET FORME D'INTERSECTION 341 


$ 15. Application de périodes et forme d’intersection 


Soient une fibration différentiable et une forme différentielle sur 
son espace total, fermée sur les fibres. On a alors l'application des 
périodes de la forme: une application multiforme de la base de la 
fibration dans les classes d'homologie de la fibre. A tout point de la 
base est associée la classe d'homologie de la forme dans la fibre si- 
tuée au-dessus du point, classe transportée dans la cohomologie de 
la fibre donnée. Le chemin de transport n’est pas unique, d’où non- 
univocité de l'application. 

Soit w la forme. Choisissons une base 6°, ..., 6, d'homologie 
dans la fibre donnée, en dimension égale à celle de w. Etendons par 
continuité la base aux fibres voisines et construisons une famille mul- 
tiforme 61, . .., 0, de bases d'homologie des fibres de Ja fibration, 
famille qui dépend continüment du point de la base de la fibration. 
La base d'homologie 6°, ..., ô, définit des coordonnées dans la 
cohomologie de la fibre choisie. L'application de périodes s'écrit 
dans ces coordonnées 


ae ( | GW: mu, À w), 
ô,() 6) 


où À est le point de la base de la fibration. 

L'application de périodes permet de transporter sur la base de la 
fibration les structures présentes dans l’espace de cohomologie. Par 
exemple, l'indice d’intersection des classes de cohomologie de di- 
mension moyenne devient en cohomologie de la fibre une forme bili- 
néaire sur le fibré tangent de la base (si la forme différentielle a une 
dimension moyenne elle-même). 

Dans ce paragraphe nous considérons les applications de périodes 
dans la fibration de Milnor associée à un déploiement versel du point 
critique d'une fonction. Dans ce cas la dimension de la base est égale 
à celle de la cohomologie moyenne de la fibre. 11 se trouve que l’ap- 
plication de périodes est non dégénérée pour presque toute forme diffé- 
rentielle et est indépendante au sens naturel de la forme différen- 
tielle qui l’engendre. Cela signifie que les constructions liées à l’ap- 
plication de périodes sont définies par la fibration et, en fin de compte, 
par le point critique. 

Nous étudions, dans ce paragraphe, la forme bilinéaire qui est in- 
duite sur la base de la fibration (i.e. sur le complémentaire du discri- 
minant) par l'indice d’intersection. On montre que, sous certaines 
conditions, la forme bilinéaire admet un prolongement analytique 
sur Ja base tout entière du déploiement versel. 

En certains cas cette forme bilinéaire est une structure symplec- 
tique. Il se trouve que les strates de la base du déploiement versel 
possèdent dans cette structure symplectique des propriétés lagran- 
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giennes spéciales qui traduisent le type de la décomposition du 
point critique en points plus simples. Certaines strates donnent des 
exemples importants de variétés lagrangiennes avec singularités. 


à K15.1. Constructions. 


A. Définitions. Soit f: (C", O0) —+ (C, 0) un germe de fonction 
holomorphe en son point critique de multiplicité u. Définissons la 
fibration dans laquelle nous étudierons les applications de périodes. 
Cette fibration est celle des hypersurfaces de niveau nul des fonc- 
tions qui forment le déploiement versel minimal du germe. 

A cette effet, fixons un représentant du déploiement versel du 
germe f. Ce représentant s'écrit 


es 


F (x. À) = Î (x) + à + EU (x) rss et huEu (x), 


où les fonctions w, = 1, .., Çç, engendrent une base sur C de 
l'algèbre locale C{r}/ Qid2). Choisissons une boule suffisamment pe- 
tite B = {xEC||r|<p}. En fonction de p, choisissons une 
boule suffisamment petite À = {À E CH | |A | <ù }. Soit Z l’hyper- 
surface de tous les À € À pour lesquels l’ensemble local de niveau 
nul X, = {5€ B]|F(x, À) = 0} est singulier. L'hypersurface Z 
est appelée discriminant. 

Les variétés {X;} forment une fibration localement triviale sur 
le complémentaire À X Z du discriminant. 


Remarque. Cette fibration se distingue de la fibration de Milnor 
du déploiement F (voir n° 10.3). On obtient cette fibration à partir 
de la fibration de Milnor de F en faisant la restriction de cette der- 
nière à l’ensemble des valeurs nulles de F. 

La fibration sur A X Z sera appelée fibration de Milnor centrale. 

Soit Q? l’espace des p-formes holomorphes sur B x A. Soit une 
(7 — 1)-forme arbitraire « € Q”"-1. La restriction de w à une fibre 
quelconque de la fibration de Milnor centrale est une forme fermée. 
On appelle application des périodes de w la section 


Po: Amlolx,]EHT1(43 ©) 


de la fibration de cohomologie de dimension (7 — 1) associée à la 
fibration de Milnor centrale. Pour tout entier k > 0, on appelle 
k-ième application des périodes associée de la forme w la section 


Pi = (Veye)" Pe 


de la mème fibration (ici Va, est la dérivation en connexion de 
Gauss-Manin suivant le champ de vecteurs 0/04; rappelons que À: 
est le terme constant du déploiement versel). 
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Remarques. 1. Soit 8, (À), . .., ô, (à) une base dans H,_; (X;, 2) 
dépendant continûment de ?. On a par rapport à cette base 


PR A=() (| &. ..., w) . 


0:(2) 6,02.) 


On dit que l'application P% est : 
non dégénérée si les vecteurs cv; (4) — (our Pu) ee se 8 
... LU, forment une famille libre pour tous À € AN Z suffisamment 
proches de l'origine de A (i.e. si l'application P, écrite en coordon- 
nées dans la base covariantement constante définit une application 
multiforme dans C' de jacobien non nul pour tous À € A NX È suffi- 
samment proches de l'origine); 

infinitésimalement non dégénérée (inf. non dégénérée) si le déter- 
minant de la matrice formée des coordonnées des vecteurs {v;} dans 
la base covariantement constante s'annule sur l'axe des À, passant 
par l’origine de À à l'ordre pu (nr — 2h — 2)/2 quand À, — 0. 

2. Les coordonnées des vecteurs {;} dans la base covariantement 
constante sont multiformes, mais le carré du déterminant de la matri- 
ce formée des coordonnées est une fonction holomorphe uniforme 
dans A X Z quiest méromorphe dans À (voir théorème 2 du $ 12). 

On montre que la propriété de PÀ d’être inf. non dégénérée est dé- 
finie par le jet fini de la forme w au pointO XO0€E B X A (voir for- 
mules (3) et (4) de la page 231, ainsi que le lemme 3 du $ 12). 

On dit que la propriété d'être inf. non dégénérées des k-ièmes 
applications de périodes associées est générique pour k donné si les 
jets définissant les applications inf. non dégénérées forment dans 
l'espace des jets d'un ordre suffisamment élevé le complémentaire 
du sous-ensemble analytique propre. 


B. Non-dégénérescence et stabilité. 


Théorème 1 (voir [373],1354. $ 10]). Si, pour toute forme w € Q"-1 
et pour tout k 0, la k-ième application des périodes de w associée 
est inf. non dégénérée, elle est non dégénérée. 

Démonstration. Comme dans le théorème 2 du $ 12, 
montrons que le carré du déterminant de la matrice formée des coor- 
données des vecteurs {v;} dans la base covariantement constante 
s’annule à un ordre non inférieur à (7 — 24 — 2) en tout point non 
singulier du discriminant. Comme dans le corollaire 1 du théorème 2 
du $ 12, faisons la conclusion que le carré du déterminant ne s’an- 
nule pas sur À X È dans un voisinage assez petit de l’origine de A. 
Cela signifie que la matrice jacobienne de P# au voisinage de l'ori- 
gine de A est non dégénérée. 


Théorème 2 (voir [373], (354, $ 10]). Pour k — O0 la propriété de 
inf. non-dégénérescence est générique. Si la forme d'intersection dans 


344 INTÊGRALES DES FORMES HOLOMORPHES ICH. III 


Hh_1 (X 1, C), AE ANXZ, est non dégénérée, la propriété indiquée est 
générique pour tout k > (. 


Remarques. 1. On démontre dans [373] la proposition générale 
suivante : si, parmi les valeurs spectrales du point critique du germe 
f, il n'y a pas d'entiers plus petits que k, la propriété de inf. non- 
dégénérescence est générique pour ce k#. Le théorème 2 découle de 
cette proposition et du théorème 3 du $ 14. 

2. Notons une conséquence du lemme 3 du $ 12: si, pour # don- 
né, k > 0, il existe une application de périodes inf. non dégénérée 
P%: la propriété de inf. non-dégénérescence est générique pour ce . 

Introduisons la notion d'applications de périodes équivalentes. 
Voici une définition informelle : on dit que deux applications de pé- 
riodes sont équivalentes s’il existe un difféomorphisme du couple A, 
Z tel que la première application soit la composée du difféomorphis- 
me et de la seconde application. L'application de périodes n'étant 
pas univoque, la définition citée demande à être précisée. Ajoutons 
que nous ne considérons pas les difféomorphismes de À tout entier 
mais seulement ceux d’un voisinage de l’origine de A. 


Définition. On dit que deux applications P#, P; sont équivalentes 
s'il existe un voisinage Ü de l’origine de À et une application conti- 
nue H: U X [0, 1] tels que: 

a) H (-+, 0) est une application identique; 

b) H (-,s) est pour tout s € [0, 1] une application holomorphe de 
jacobien non nul: 

c) pour tout s € {0, 1] le point H (à, s) appartient à Z si et seu- 
lement si À € Z; 

d) U NA H(U, 1) contient l’origine; 

e) pour tout À E U XK (U NE) le vecteur P# (À) transporté par 
parallélisme en connexion de Gauss-Manin le long d'une courbe 


H (à, -) dans le point H (à, 1) est égal à la valeur de la section P* 
dans ce point. 


Théorème 3 (voir [373]). 1. Toute k-ième application de périodes 
associée inf. non dégénérée P# est stable, i.e. toute k-ième application 
de périodes associée P* est équivalente à P%, pour tout n proche de «. 

2. Sif est un germe quasi homogène, toutes les k-ièmes applications 
de périodes associées inf. non dégénérées sont équivalentes. 

Démonstration. Supposons que la forme w dépende d'un 
paramètre et que, ce paramètre étant nul, la £-ième application de 
périodes associée correspondante soit inf. non dégénérée. Montrons 
que toutes les k-ièmes applications de périodes associées correspon- 
dantes sont équivalentes pour n'importe quelles petites valeurs du 
paramètre. À cet effet, construisons au voisinage de l’origine de À 
un champ de vecteurs holomorphe de telle façon que, pour toute 
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valeur du paramètre, il soit tangent à Z et que son flux induise en 
méme temps l’équivalence exigée de toutes les applications pour des 
petites valeurs du paramètre. On construit d'abord le champ sur 
A X ©,puisons’assure qu'il admet un prolongement holomorphe sur 
Z et enfin que ce prolongement holomorphe est tangent à ©. 

On voit sans peine que le champ en question existe sur A E et 
qu'il est unique. En effet, considérons les k-ièmes applications asso- 
ciées comme des applications multiformes en cohomologie d’une fibre 
donnée. Chaque courbe de flux du champ à construire doit relier les 
points qui ont les mêmes images par les Æ-ièmes applications de pé- 
riodes associées de la famille à un paramètre considérée. Puisque, 
pour des petites valeurs du paramètre, ces applications au voisinage 
de chaque point sont des difféomorphismes en cohomologie de la 
fibre donnée, on peut mener par tout point de AXE — et ce d’une 
façon unique — une courbe paramétrée de points qui ont même 
image. 

Revenons à l’assertion que le champ construit admet un prolon- 
gement holomorphe sur Z et que ce prolongement est tangent à &S. 
I] suffit de vérifier cette assertion au voisinage des points non singu- 
liers du discriminant, car, si tel est le cas, l’assertion est vraie aussi 
en tout point du discriminant d'après le théorème canonique de dé- 
singularisation en codimension 2. La vérification se fait à l’aide de 
formules explicites analogues à celles du lemme 2 du $ 12 (et à l’aide 
des formules du lemme si k — 0), voir [373]. 

La seconde partie du théorème résulte de la première et d'un 
théorème de V. Zakalyukin [403] d'après lequel, pour un germe Ÿ 
quasi homogène, tout champ de vecteurs sur A tangent au discrimi- 
nant s'annule à l'origine. 


C. Forme d’intersection dans la fibration cotangente. À toute 
application de périodes non dégénérée PÀ répond un isomorphisme 
naturel de fibrations 


Ts (AN Z) + H"”! 


et l'isomorphisme adjoint 
H x T* (ANT). 


Ici T, et T* sont les fibrations tangente et cotangente respective- 
ment, et H,_1, H""1 les fibrations centrales de Milnor d homologie 
et de cohomologie respectivement. 


Remarque. Ici et dans le texte qui suit, on suppose que les iso- 
morphismes sont définis seulement au voisinage de l’origine de coor- 
données de A (voir la définition de la non-dégenérescence). 


On a dans les fibres de la fibration d’homologie un couplage bili- 
néaire : l'indice d'intersection des cycles de dimension moyenne dans 
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X:. Ainsi donc, l'application de périodes non dégénérée P4 définit 
une forme d'intersection D sur la fibration cotangente T* (AN Z}: 


Théorème 4 (voir {373]). La forme D, est holomorphe dans A X 3. 
Si PE est inf. non dégénérée et k => [(n — 1)/2], la forme D, admet 
un prolongement holomorphe sur T*A. 

Démonstration. La première assertion du théorème est 
évidente, car " est induite d’une forme constante par une applica- 
tion holomorphe. Quant à la seconde assertion, il suffit de la véri- 
fier au voisinage des points non singuliers du discriminant. Au voi- 
sinage de tels points la matrice jacobienne de la k-ième application 
de périodes associée s'écrit explicitement au moyen des formules du 
lemme 2 du $ 12. La forme D est induite d'une forme constante 
par la matrice inverse de l'adjointe de la matrice jacobienne. Le 
théorème est donc vérifié si les développements en série (analogues 
à ceux du lemme 2 du $ 12) des coordonnées de la matrice inverse ne 
contiennent que des puissances non négatives des paramètres. On 
vérifie immédiatement qu'il en est ainsi pour les Æ indiqués, voir 


[373]. 


Théorème 5 (voir [373]). La forme d'intersection DE, pour P#, inf. 
non dégénérée est stable, i.e. les formes D; pour tous n proches de w 


passent en D par un difféomorphisme holomorphe convenable du couple 
À, © dans lui-même. Si Ÿ est un germe quasi homogène, alors la forme 
Dé pour P}, inf. non dégénérée est définie sans ambiguïté au difféomor- 
phisme près du couple À, 2 dans lui-même. 

Le théorème 5 est une conséquence directe du théorème 3. 


D. Application nucléaire. Décrivons l’objet induit de la forme 
d’intersection en homologie évanescente dans la fibration tangente 
Ty (A X ©) par l'application de périodes associée non dégénérée. 

Soit À E AN È. La forme d'intersection S dans H,.(X,, C) 
définit l'application linéaire 

mn: H,_(X,. C)— HT (X;,. C). 


Le noyau de x se confond avec celui de S. Sur l’image Im de x est 
bien définie une forme bilinéaire non dégénérée S* : 


S*(œ, B)=S(n"t(a), a! (B)). 


Soit P", une application de périodes associée non dégénérée. L'iso- 
morphisme dP',: T,(AX 2) — H"-1 induit dans la fibration tan- 
gente à À X È une distribution Im“: À — Im’ (À), où le sous-espace 
Im) Tua(A  È) est isomorphe au sous-espace Im (à) 
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& H""1(X,, C). La codimension de cette distribution est égale à la 

dimension du noyau de la forme d'intersection dans AH, (X,, C). 
Sur les plans de la distribution Im“ est bien définie une forme 

d'intersection bilinéaire non dégénérée Y* induite de S*. 

Il se trouve que Imé, est intégrable ; mieux, ses variétés intégra- 
les sont les fibres d'une application holomorphe de AXÈ dans un 
espace vectoriel complexe. Cette application est définie par la cons- 
truction géométrique suivante. 

Considérons l’espace vectoriel complexe de dimension finie Ker 
de toutes les sections covariantement constantes uniformes d'une 
fibration d’homologie de Milnor centrale. On voit sans peine que, 
pour obtenir n'importe quelle section de Ker, on peut procéder com- 
me suit. On choisit dans la fibre de la fibration d'homologie de Milnor 
centrale une classe d’homologie convenable appartenant au noyau 
de la forme d'’intersection et on étend cette classe à une section 
covariantement constante. En particulier, la dimension de Ker est 
égale à la dimension du noyau de la forme d'intersection dans les 
fibres de la fibration d'homnologie. 

Associons à Ker un espace vectoriel complexe de fonctions 
{k,}yerer Sur A X E, où la fonction k. est définie par 


R = _ Ô k 
hs (À) = (P#, (à). vG»=(-) o. 
v(.) 
Définissons une application holomorphe 


K#: AXÈ—+ Ker*, 


où Ker* est le dual de Ker. Pour À € ANXÈ, posons la valeur de 
K% (À) égale à une fonction linéaire sur Ker qui est égale à hi. (à) 
sur le vecteur y € Ker. L'application Æ%, est appelée application 
nucléaire associée à la forme w. 


Remarque. Proposons une construction équivalente de l'applica- 
tion nucléaire. On a dans la fibration de cohomologie centrale H"-1 
une sous-fibration Im dont les fibres sont des sous-espaces {Im (À)}. 
Cette sous-fibration est invariante par la connexion de Gauss-Manin, 
si bien que cette dernière est définie sur la fibration quotient H"-!/Im. 
On voit sans peine que la monodromie de la connexion sur la fibra- 


tion quotient est triviale. L'application de périodes P, est une sec- 


tion de H"-1. La section PË induit une section de la fibration quo- 
tient. Transportant les valeurs de la section de la fibration quo- 
tient sur la fibre choisie de la fibration quotient, on obtient une 
application de la base de AZ dans l'espace des sections covariante- 
ment constantes de H"-1/Im. Cette application est précisément l’ap- 
plication nucléaire. 
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Théorème 6.1. Pour tous k > 0, w € Q"-1, l'application nucléaire 
K& est holomorphe sur AXZ et méromorphe sur À. Si k = 0, l'appli- 
cation nucléaire admet un prolongement holomorphe sur A. 

2. Si l'application de périodes P# est non dégénérée, l'application 
nucléaire est de rang maximal sur AXE au voisinage de l'origine. De 
plus, les plans tangents aux fibres de l'application nucléaire se confon- 
dent avec les plans de la distribution Imi. 

Démonstration. Le p. 1 du théorème est une conséquence 
directe des théorèmes 4 et 7 du $ 10. La première assertion du p. 2 
découle immédiatement du fait que l'application de périodes est non 
dégénérée. Pour démontrer la seconde assertion, il suffit de remarquer 
qu'un vecteur E € Tea (A X È) appartient à Im4 (4) si et seulement 
si l'on a (dP* (£), a) = O0 pour toute classe d'homologie «€ 
€ Hh-1 (X,, C) appartenant au noyau de Ja forme d'intersection, i.e. 
si et seulement si (dh., £) — 0 pour tout y € Ker. Le théorème est dé- 
montre. 


Corollaire du théorème 3. L'application nucléaire K& et La forme 
d'intersection Yà sur ses fibres correspondant à l'application P# inf. 
non dégénérée sont stables. Autrement dit, tout couple K yr passe en 


KS, Ya pour tout n proche de w par un difféomorphisme holomorphe 
convenable du couple À, Ë dans lui-même. Si f est un germe quasi homo- 
gène, le couple K}, YE pour P* inf. non dégénérée est défini de façon 
invarianle, au difféomorphisme près du couple À, Z dans lui-même. 

Si le nombre d'arguments » de f est égal à 2, le théorème 3 du $ 13 
de la structure de Hodge mixte permet de prouver que l'application 


Lé . ke # Cd Cd Cd 
nucléaire KX&”° admet un prolongement non dégénéré sur A. 


Théorème 7. Soient n — 2, k — 0. Supposons que l'application 
de périodes P,, soit non dégénérée. Alors l'application nucléaire K%, 
admet un prolongement holomorphe sur Z en une application de rang 
mazimal. 

Démonstration. On doit vérifier que les différentielles 
des fonctions {h,},exK.r à l’origine de À forment un espace de di- 
mension égale à celle du noyau de la forme d'intersection en homolo- 
gie. À cet effet, il suffit de vérifier la même chose sur l'axe des À 
passant par l'origine de A. Soit y € Ker; il vient 


dhy= À (Vopn. Par Y) dhye 


Au-dessus de l'axe des à, la section Vos, P, est section géométrique 
d'une 2-forme convenable (voir formules (3), (4), p. 231). À présent 
le théorème résulte facilement de l’assertion c) du n° 14.2 À, ainsi 
que de Ja inf. non-dégénérescence de P,, (voir aussi le lemme 2.4 
dans [354]). 
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Considérons en dehors du discriminant une fibre quelconque de 
l'application nucléaire K# répondant à une application de périodes 
non dégénérée P#. On définit dans la fibration tangente à la fibre 
une forme d’intersection non dégénérée W%. Si le nombre d'arguments 
n de fest pair, la forme d'intersection Y# est une structure holomorphe 
symplectique. En effet, cette forme est non dégénérée, alternée et indui- 
te d'une forme constante par une application holomorphe ; en parti- 
culier, c'est une forme fermée. Pour n impair la forme d'intersection 
Y& est une métrique holomorphe (complexe) sur la fibre de courbure nulle 
(dans une connexion qui laisse invariante la métrique et qui est in- 
duite de la connexion de Gauss-Manin). 


E. Forme d'’intersection non dégénérée. Considérons plus en 
détails le cas où la forme d'’intersection dans H,_,(X;, C) est non 
dégénérée. Dans ce cas la forme d'intersection pour une application 
P# non dégénérée est définie sur la fibration tangente T, (A X ©) 
tout entière. 


Théorème 8 (voir [373]). 1. Pour n pair et k — n/2 — 1, la forme 
d'intersection WE qui répond à une application de périodes P# inf. 
non dégénérée se prolonge en une structure symplectique sur A. 

2. Si, pour n impair et k = (n — 1)/2, la forme wÀ répond à une 
application de périodes P# inf. non dégénérée, alors l'isomorphisme 
TY(ANT)— T,(ANZ) défini par cette forme induit un isomor- 
phisme des C{h}-modules de germes à l'origine de A des 1-formes 
différentielles et des champs de vecteurs tangents à Z. 

Pour la démonstration du théorème, il suffit de vérifier ses asser- 
tions au voisinage des points non singuliers du discriminant, voir 


[373]. 


15.2. Exemples. A. Soient f: (C?, 0) —+ (C, 0) un germe quasi 
homogène, 1 = 1, +, . .., Pu une collection de monômes se pro- 
jetant en une base sur C de |’ algèbre locale C{r}/(0f/07), 


F(z, D =f(2) ++ ep (2) + 0. + Auqu (2), 
© = zidzs /\ -.. /\ dr. 


Alors Po est une application de périodes inf. non dégénérée. En 
effet, d' après M formules (3), (4) de la page 231, les sections 
{Voyon, Ps}; j = 1,...,u, sont représentées au-dessus de l’axe 
des À; passant par : origine par les formes {—®; dr; |\ ... /\ dr,/df}. 
L'assertion découle maintenant du théorème 6 du $ 13. 

B. (Voir [14, 373].) Soient f = æt+1,up=>1Â,etF (x, À) = zh+i L 
+ Aothri EL. + Autre C'est à dessein que nous avons changé la 
numérotation des paramètres de déformation adoptée plus haut: 
dans notre exemple l'indice à du paramètre À, est proportionnel à son 
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degré quasi homogène. Prenons un w — x. Nous allons donner la 
formule des composantes g,,1, k , L = 2, ..., u + 1, de la forme 
d’intersection ®,, dans la fibration cotangente. Posons À, = 1, 
À; = O0 pour i = 1, i < 0 ou i > u + 1. Alors 


à : à k—1)(1—1 
gui D Gt min, D+ EE Jan 
iz max(k,!) 
i+j=h+l-2 
C. Pour des germes simples de fonctions d’un nombre impair de 
variables appartenant aux classes D, et Es, on trouve dans [122], 


p. 14, les formules de la métrique pr = 12 sur la fibration cotangente 
répondant à une forme quasi homogène 


Cte-x, dx, /\ ... /\ dz,. 


D. Citons quelques exemples de structures symplectiques gai 
sur les bases des déploiements versels. De tels exemples sont connus 
pour des germes de fonctions de deux variables à points critiques 
simples. 

Parmi les points critiques simples de fonctions d’un nombre pair 
de variables, les points 42», # > 1, E, et E, ont les formes d'’inter- 
section non dégénérées en cohomologie évanescente ; les formes d’in- 
tersection des points critiques Don+1, À > 2, et E, ont le noyau de 
dimension un; les formes d'intersection des points Don, k > 2, ont 
le noyau de dimension deux. 

Nous décrirons le calcul de la structure symplectique Y*, pour 
les germes de fonctions de deux variables ayant les points critiques 
Aor, k > 1, E, et Es, après quoi nous citerons les résultats des cal- 
culs pour des points critiques de faible multiplicité. Soit 


F=f(y)+h+p:(t yh +... + Qu (2 y) Au 


un déploiement versel quasi homogène du germe f: (C°, O0) —> (C, 0) 
dont le point critique est Ar, E4 ou Es. Soit w = y dr. D'après 
l'exemple À, la forme w engendre une application de périodes inf. 
non dégénérée P,.. D’après le théorème 8, la forme d'intersection 
Y,, répondant à une telle application est une structure symplectique 
sur À. La forme Ÿ,, s'écrit 


D &n, à An À du 
R<I 


gr. 1 (A) = (Ven, @lx, Voye,@ |); 


(,) est la forme d'intersection dans H1(X,, C). Nous assimilerons 
chaque coefficient g;,, (4) au résidu d’une expression convenable sur 
Ja courbe algébrique 


= {4 YECIF (x, y, À) = 0}. 


$& 15] APPLICATION DE PÉRIODES ET FORME D'INTERSECTION 35? 


Lemme 1. Pour tout À € AN Z le plongement naturel de la fibre 
X, de la fibration de Milnor dans la courbe algébrique Y , induit un 
isomorphisme de (co)homologies. 

Démonstration. Elle résulte du fait que pour un germe f 
simple quasi homogène, le degré quasi homogène des fonctions {;} 
est plus petit que le degré quasi homogène de f. 

D'après le lemme 1, on peut calculer le coefficient gx,, (à) comme 
indice d'intersection des classes de cohomologie sur Y, isomorphes 
aux classes Vo, @la, Vas, | à. 

Conformément aux formules (3), (4) de la page 231, on peut repré- 
senter les classes indiquées par les formes ox — x dx /\ dy/d.,,F 
et wo, — p, dr /\ dy/d,.,F respectivement. Pour calculer l'indice 
d’intersection dans H1(Y ,, C) des classes de cohomologie des formes 
©», ©, on modifie l'une d'elles d'une différentielle de la fonction 
de telle façon que la forme devienne à support compact, puis on fait 
le produit des formes et l’on prend l'intégrale du produit suivant Y, : 


gr. 1 (À) = | (wo; — da) À w, — — | da /f\ w, 
Y; Ya 


(la seconde égalité est vérifiée, puisque les formes w4, w, sont holo- 
morphes). 

A l’aide de la formule de Stokes, nous déduisons la règle de cal- 
cul du coefficient £g4., (À): sur la courbe Y ,, au voisinage de son seul 
point à l'infini, écrivons la forme w, comme différentielle d'une fonc- 
tion holomorphe: wy — da. Alors 


gi (À) = 2ni Res, [law], 


où Res. est le résidu au point à l'infini. 

Voici maintenant les réponses : 

a) Soient f — —y* + 2° un germe de type À4,, et F = j + 
+ Aix + À Alors 


Y, = Cte-dA, VA dh.. 1179 3 
b) Soient f — —y* + 2° un germe de type 4,, et F = f + 
+ Ars Æ Aer + At + À. Alors 
YW, = Cte [dà, À dà, + 34h, À dhs + À1 di À db. 
c) Soient f — —y° + x’ un germe de type 4,4,et F = f + Az + 
+ Aott + AS + Air + Ar + Às. Alors 
LE = Cte [3dÀ;, Â dÂe — 9A: dk: VA\ dh + 


+ 6e da À ha + (hs + 3M) da À he + 5dhe À ds + 
+ 5h dhe À dhs + 1583 À dl. 
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d) Soient f — —y° + xt un germe de type E4, et F = —y* + 
+ at urty + hoty + Roy + Mr + sr + À. Alors 
Y, = Cte [—3d À dhs + [(5/9) ÀÏ — 27A,] du À dl + 
— 2 du Â\ dhs ETS Ah dh VA dho . 
— (15/2) dA, À\ dis + 15dàs /\ dl. 


E. Soient f: (C",0) — (C, 0) un germe de fonction holomorphe en 
son point critique de multiplicité u, F un représentant du déploie- 
ment versel, «© € Q"-1 une forme qui définit l’application de P*, 
non dégénérée pour un k donné. Supposons que la forme d'intersection 
sur H,_1 (X,, C) soit non dégénérée, ce qui implique l'existence d'une 
forme Y® non dégénérée définie sur Ty (AZ). Supposons que f, F, 
w soient réels sur les parties réelles des domaines de définition. 
Voyons à quel point la forme Yw% est réelle sur la partie réelle de son 
domaine de définition, i.e. sur T4 (RH M(AN Z)). 


Théorème 9. Sous les hypothèses consenties, la forme d'intersection 
YÈ sur T,(Rt N (A NX ©)) re prend que des valeurs réelles si n est 
impair et ne prend que des valeurs imaginaires pures si n est pair. 


Démonstration. Soient Ÿ nn: FTirrkrh)naxA) 


O|r,çR"xrnncaexA) "els. Supposons que À appartienne à RFN(ANZ). 


L'image de 7; (R) par l'application dP# est un sous-espace réel 
(HR) de dimension u dans H""1(X,, C). On demande de savoir 
les valeurs prises par la forme d'’intersection sur les couples de 
vecteurs dans An. Décrivons AR. 

Assimilons H7-1(X,, R) à un sous-espace de H"-1(X,, C). Sur 
chacun de ces espaces opère une involution induite par le passage au 
conjugué complexe (x, À) > (x, À), où (x, À) E X,. Décomposons 
H"-1(X,, R) en somme directe de sous-espaces formés de classes de 
cohomologie invariantes et anti-invariantes respectivement : 


HA (X,, R) = 7 @ A. 


Lemme 2. On a HR = I ® iA, où i? = —1. 

Démonstration. Facile, car les représentants sur X, des 
classes de cohomologie {Vayox Pa} sont des formes holomorphes qui 
sont réelles sur la partie réelle de la variété X;. 


Terminons la démonstration du théorème. L'involution © du pas- 
sage au conjugué complexe change l’orientation sur À, si nest pair et 
conserve l'orientation si nr est impair. On a donc (-, -) = — (0-, ©-) 
pour n pair,et({-,-) = (0:, c-) pour nr impair. Î] ressort clairement 
de ces formules que pour rx pair la restriction de la forme d'inter- 
section à chacun des sous-espaces J, À est égale à 0, et pour n impair 
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les classes de cohomologie des différents sous-espaces I , À sont dis- 
jointes. Le théorème est démontré. 


F. Citons quelques exemples d'applications nucléaires KS: 
Soient f = —y* + zx un germe de type A3, 
F= —ÿ + LM + Hs, © = y dx. 


Alors le noyau de la forme d’intersection dans H, (X;, C) est de 
dimension un, 4% — Cte-A. | 
Soient f = —y? + z° un germe de type A:, 


F= —ÿ +26 + ut + on + Art + Az + ds, © = y dr. 


Le noyau de la forme d'intersection est de dimension un, KŸ = 
= Cte-(Às—À/4). 


Soient f — —y* — 28 un germe de type À, et F, w analogues à 
ceux de E. Alors ke —= Cte-(À, — ÀA1/2). 
Soient f = —y° + 2 un germe de type D,, 


FE = —ÿ + 2 + lazy + hoy + AsT + hu © = y dr. 


Le noyau de la forme d’intersection est de dimension deux. À une 
transformation linéaire de l’image près, l'application nucléaire AY 
s'écrit (A1, À Âgs 4) > (Ass ds). 


Donnons quelques exemples d'images par les applications de pé- 
riodes. 


Exemple. Soit une famille de courbes algébriques complexes non 


singulières définies par l'équation y* = zM+ti + A,zu-1 +... + 
et dépendant des paramètres À. Considérons sur une be. une suite 
de cycles de base d'homologie de dimension un y, (4), . .., y, (À) 


dépendant continüment de paramètres. Soit une application des 
périodes de la forme & — y dx associant au point Z une suite d'«ai- 


res » des cycles de base: À + ( (o, 1. w) 
Vi(2) Yut) 


Théorème [370]. L'image par l'application de périodes est CH\XO 
(par exemple, contient les vecteurs à coordonnées réelles). Il y a plus, 
chaque vecteur non nul se réalise comme vecteur des intégrales sur l'en- 
semble infini des valeurs des paramètres si du >> 1. 

On montre dans [370] que l’image par l'application de périodes 
d'une forme générique est un voisinage pointé de zéro pour le dé- 
ploiement versel de tout germe simple de fonction d’un nombre pair 
de variables ; dans le cas d’un germe simple de fonction d’un nombre 
impair de variables, l’adhérence de l’image par l’application de 
périodes est un voisinage de zéro. Il y a tout lieu de penser que ces 
assertions sont vraies pour n’importe quels germes. 


23-0626 
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Exemple. Soient une famille de courbes non singulières y* — 2° + 
+ Àst + À, et une application de périodes de la forme n — 


= drly: À (| 1; \ n) (la première application associée à 
v:(2) Vatà) 

l'application des périvdes de la forme y dx). L'image par cette appli- 

cation est le sous-ensemble de C* composé de vecteurs (z,, z.) tels que 

Im (21/22) > 0. 


Problème: décrire les images par les applications de périodes 
associées. 


15.3. La restriction de la structure symplectique dans la base- 
du déploiement versel à une strate du discriminant contient de l’in- 
formation sur les dégénérescences au-dessus de la strate. Supposons 
que le nombre de x variables du germe f soit pair et que la forme. 
d’intersection dans F,_; (X;,, C) soit non dégénérée (en particulier 
u est pair). Dans ce cas la forme d'’intersection yas-1 (pour une: 
application de périodes P%/*"! inf. non dégénérée) définit une struc- 
ture symplectique sur A. Partageons le discriminant ŸY en strates 
d’après les types de dégénérescence de niveau nul de X,. 


Principe. Les types de dégénérescence de niveau nul sont traduits: 
par les propriétés lagrangiennes des strates du discriminant vis-à-vis: 
de la structure symplectique Y=1 (voir [373]). 

Jilustrons ce principe au moyen d'exemples. 

Supposons qu'au point À € Z corresponde une variété X, admet- 
tant exactement u/2 points singuliers non dégénérés. Les cycles éva- 
nescents en ces points sont disjoints et engendrent donc, dans l'espa- 
ce d'homologie de la fibre non singulière, un sous-espace lagrangien. 
I] se trouve que de tels À engendrent dans À une sous-variété lagran- 


gienne par rapport à la structure symplectique Y*%/ 2-1, Plus exacte- 
ment, posons Z, — {À € Z | À admet u/2 points singuliers tous non: 
dégénérés}. 

Théorème 10 (voir [373]). Z, est une sous-variété lagrangienne dans 
l'espace symplectique (A, #%/°"1). 


Exemples. 1. Parmi les points critiques des germes de fonctions. 
de deux variables, seuls ont la forme d’intersection non dégénérée les. 
points dont les germes de courbe de niveau critique sont irréducti- 
bles. Il est facile alors de s'assurer, en déformant la courbe de niveau. 
critique, que la variété ©, est non vide. 

2. Pour les germes de type A42x, la variété Z, est isomorphe. dans: 
l'espace B***1 des polynômes de la forme 


xzh+i + A,z2h1 +... + hors 
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à la sous-variété des polynômes à X racines de multiplicité 2. On 
montre qu'une autre sous-variéte du même espace, notamment celle 
des polynômes à racine de multiplicité À + 1, est lagrangienne dans 
une structure symplectique distincte de la première (dans l’espace 
vectoriel de formes binaires de degré impair il y a exactement une 
(à un facteur près) 2-forme extérieure SZ,-invariante non nulle: 
ceci est précisément la seconde structure symplectique, voir [123]). 


Théorème 11 (voir [373]). Deux variétés algébriques affines dans 
B2h+1 


Ei={Pau EB##1 | Pau=(z—a)""tP,, a€C, P,EB*} 
et 
Zoe {Pons EB2**1]| Pays =(r—a) P$, aEC, P,EB) 


sont isomorphes. 

On démontre le théorème 11 en exhibant une formule explicite de 
l’automorphisme de B?*+1 par lequel une variété passe dans l’autre. 

Démonstration du théorème 10. D'après un théo- 
rème de B. Teissier [341], Z, est une intersection transversale de 
u/2 feuilles non singulières du discriminant Z et, à ce titre, est une 
variété non singulière de dimension u/2. 

Soit W le voisinage d'un point À° € Z, dans la variété Z,. Po- 
sons R; = {ER|I>0}, U=R; XW—= {A=M+telAE 
EW,tER+,e;est le vecteur unité de l'axe des À, dans A} (ce qui re- 
vient à fixer une structure linéaire dans A). 

Soient V1, - . ., Yu/2 des cycles évanescents pour { —+ 0. Alors le 
plan (Y1, . «., Yu/2) dans H,.1 (X;, C), }EUX W, est lagrangien. 
Complétons {y;} par des cycles {6;} de manière à obtenir une base 
symplectique dans H,_1 (X,, C). D'après le lemme 2 du &$ 12 


o= 1/20, | o=— 1"? ]n {pi + pi, 
vi 6 


où ;, G3, gi sont des fonctions analytiques des coordonnées (f, À!) 
sur U. Par conséquent, l'application de périodes P*/*" définit une 
famille p, d'applications holomorphes de W dans H"-1(X,, C) 
qui dépend continüment du paramètre {4€ R:;, et de plus 
Po(W) le. … Vus) = 0. Cette dernière identité signifie que la 
restriction dans H""1 (X,, C) d'une forme d'intersection (,) à po (W) 
est nulle. Puisque la forme W%/?"" est analytique dans À, il vient 


2— 1 ë 21 ' 
Ve ls dim WE ueuges = lim pi Ce +) ph, +) = 0. 
à t-0 


Le théorème est démontré. 


23* 
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Formulons un théorème qui généralise le théorème 10 et qui se 
démontre d'une façon analogue. 

Soient f1, + . -, fn: (C”', 0) — (C, 0) des germes de fonctions ho- 
lomorphes à points critiques de multiplicité finie. Choisissons sur la 
base À du déploiement versel d’un germe f: (C”, 0) — (C, 0) une 
sous-variété non singulière Z2;,,..,s, qui réunit tous les points 
À E Z pour lesquels F (+, À) admet k points critiques z1 (4), ..- 

.. Zn (À) équivalents à ceux des germes f,, . .., f, respective- 
ment. é 

Soit À € A NX Z un point suffisamment proche de À € Z;,, … fn° 
Alors les cycles dans H,_1 (X;, €) évanescents en un point zx; (lb) 
engendrent un sous-espace L; dans H,_; (X;,, C). Les sous-espaces 
{L;} ont les propriétés suivantes : 

a) la restriction dans H,_1 (X;, C) d'une forme d'intersection 
(,) à L; est isomorphe à la forme d'intersection en homologie éva- 
nescente au point critique du germe j;; 

b) la somme L des sous-espaces {L;}, i = 1, ..., k, est directe; 

c) (Li, Lj) = 0 pour i £j; | 

d) Z; est invariant par la monodromie locale du point À. 

Supposons que » soit pair et que les valeurs spectrales des germes 
f:, - . ., 1x appartiennent à (n/2 — 2, n/2). (Tel est par exemple le 
cas des germes stablement équivalents à des germes de fonctions de 
deux variables.) 


Théorème 12. Soient n pair et yn2-1 la forme répondant à une 
application de périodes p"!?-1 inf. non dégénérée. Alors: 

4. (Voir [3731.) La restriction de La structure symplectique W3/?-! 
au sous-espace T;., (Zi, fn) se laisse induire d’une forme d'inter- 
section dans H"-1(X,, C) par une application linéaire convenable dans 
l'annulateur d'un sous-espace LE H,;1 (X;, C). 

2. Si de plus les points critiques de tous les germes Ÿ1, . . ., fn 
sont tous simples, alors la restriction de Wa?" à T,, (2, … n)est 


isomorphe à la restriction d'une forme d'intersection dans H"-1(X,, C) 
à l'annulateur d'un sous-espace LE H,1(X;, C) 


Corollaire du p. 1 du théorème 12. On a 
k 
dim Ker (EST Ta (Ent. )22 dim Ker ((,),,). 


où (, )y, est la forme d'intersection en homologie évanescente au point 
critique du germe f.:. 


Addendum. Alors que ce livre était sous presse, de nombreux 
nouveaux résultats ont été obtenus. Nous nous bornerons à signaler 
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la démonstration deshypothèses de la semi-continuité du spectre 
([361, 362, 365, 336]), la théorie des queues d’aronde déployées, la dé- 
couverte de la relation des variétés lagrangiennes et legendriennes à 
singularités avec les structures symplectiques et de contact de va- 
riétés de formes binaires et de polynômes (1125, 19]). l'inclusion en 
théorie des singularités des groupes des réflexions H, et H, ([225, 
324, 371]), la classification des projections de surfaces génériques de 
dimension 2 d’un espace de dimension 3 sur un plan ([20, 280, 281]) 
et le calcul de l'anneau des cobordismes legendriens (131 à 33]). Le 
point des connaissances actuelles en théorie des singularités est 
fait dans les travaux de synthèse [20 à 22, 165, 328]. 
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